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Abstract 

Birch and Swinnerton-Dyer conjecture allows for sharp estimâtes on 
the rank of certain abelian varieties defined over (Q. in the case of the ja- 
cobian of the modular curves, this problem is équivalent to the estimation 
of the order of vanishing at 1 /2 of L- fonctions of classical modular forms, 
and was treated, without assuming the Riemann hypothesis, by Kowalski, 
Michel and VanderKam. The purpose of this paper is to extend this ap- 
proach in the case of an arbitrary totally real field, which nécessitâtes an 
appeal of Jacquet-Langlands' theory and the adelization of the problem. 
To show that the L-function (resp. its derivative) of a positive density of 
forms does not vanish at 1/2, we follow Selberg's method of mollified mo- 
ments (Iwaniec, Sarnak, Kowalski, Michel and VanderKam among others 
applied it successfully in the case of classical modular forms). We gener- 
alize the Petersson formula, and use it to estimate the first two harmonie 
moments, this then allows us to match the same unconditional densities 
as the ones proved over (Q by Kowalski, Michel and VanderKam. In this 
setting, there is an additional term, coming from old forms, to control. 
Finally we convert our estimâtes for the harmonie moments into ones for 
the natural moments. 

MSC: 11F41, 11M41, 11F70. 
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1 Introduction et résultats 

Soit F / (Q une extension finie de degré d, totalement réelle, d'anneau d'en- 
tiers C_p, et soit q un idéal premier de Of - Les représentations automorphes cus- 
pidales de caractère central trivial de GL 2 (A F ) sont les facteurs irréductibles 
de l'action de GL 2 (A F ) sur L^(GL 2 (F)Z(A F )\GL 2 (A F )). On notera (tt, V v ) 
ou simplement tt un tel constituant, et on sait que l'on a une factorisation : 
tt = (^ v tt v , v parcourant l'ensemble de toutes les places de F, chaque tt v étant 
une représentation irréductible de GL 2 (F v ) uniquement déterminée par cet iso- 
morphisme. En séparant les places infinies et finies, on écrit : tt = tt^ g) tt/, 
et on dit que tt est une forme modulaire de Hilbcrt de poids fe s'il existe 
k = (kj)j € 2N^ tel que 

d 

7Too^(g)£>(% -1), 
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produit de séries discrètes de caractère central trivial, et de paramètres kj — 1. 

Pour F = (Q, cela équivaut aux formes modulaires classiques (cf [G]), et il est 
nécessaire dans le cas d'un corps de nombres général de travailler adéliquement. 

Soit L(s,iTf) = J2 ^7r(ri)VV(n)~ s (avec la convention qu'une telle somme ne 
porte que sur les idéaux non nuls de Of) la fonction L finie de w, convergente 
pour 9?(s) > 1, q?r le conducteur de tt (c'est un idéal de Of)- 

Soit 

A(s, tt) := iV(q,) s/2 L(.s, tt) = N(q^ 2 L(s, ^ oc )L(.s, tt,) 

la fonction L complétée (i.e. tenant compte des places archimédiennes), qui se 
prolonge analytiquement au plan complexe, et satisfait à l'équation fonction- 
nelle : 

(1) A(s,7r) = e 7r A(l - s,7r) 

pour G { — 1, 1} (car 7r = tt). 

Les valeurs L(l/2,7r/) sont liées à des problèmes arithmético-géométriques 
(cf. la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer) , et on s'intéresse ici à leur non 
annulation. Plus précisément, si k G N> x est fixé, on considère 11^ l'ensemble 
(fini) des formes modulaires de Hilbert de poids k et de conducteur q, dont on 
note le cardinal |IIq |, et on montre inconditionnellement les 

Théorème 1 Pour k > 2 pair, et q parcourant les idéaux premiers de Of, 

, |{7TGllfe:L(l/2,^0}| 1 
limmt — — -r-, > — . 

7V(q)^oo " 4 

Théorème 2 Pour k > 2 pair, et q parcourant les idéaux premiers de Of, 

. \{n G n^e^ = -1 et L'(l/2, tt/) ^ 0}| 7 
limmt :! ; — ri > — ■ 

iV(q)^oo |n*| " 16 

Selon la terminologie de Kowalski et Michel [KM2] , on dit qu'on a une densité 
naturelle positive de formes dont la fonction L (resp. la dérivée de la fonction 
L) ne s'annule pas en 1/2. 

Remarque 1 : si e„ = — 1, alors A(l/2, tt) = d'après l'équation fonctionnelle. 
Comme on a asymptotiquement une même proportion entre les formes de signe 
1 et —1, le résultat prouvé se réécrit : 

, |{7rGnfe|X(l/2,7r)^0}| 1 
limmt — — . , — — > — . 

iV(q)^oo |{^GII£|£ T = +1}| "2 

Le travail de Iwaniec, Luo et Sarnak [ILS], dans le cadre des formes modu- 
laires classiques, permet d'atteindre une proportion de 9/16, sous l'hypothèse 
de Riemann (GRH). De même, le résultat pour la dérivée s'écrit : 

, KttG = -1 et L'(l/2,7r f ) + 0}| 7 
Imimt ^-tt —r, ri > — 

JV(q)-»oo \{lT G n^|e7r = — 1}| "8 

et [ILS] ont atteint, sous (GRH), 15/16. Kowalski, Michel et VanderKam [KMV] 
ont montré (sur (Q) que cette meilleure précision pour les dérivées n'est pas un 
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hasard. On conjecture en fait que les proportions ci-dessus sont 1, mais cela n'est 
pas atteignable avec les techniques d'analyse harmonique utilisées ici, dans [IS], 
[KMV] et [Val]. 

Dans ce travail, on prouve d'abord qu'il y a une densité harmonique positive 
de telles formes : 

Théorème 3 Pour k > 2 pair, et q parcourant les idéaux premiers de Of, 

h 



h 1 



avec la notation : 1a(i/2,tt)/o vaut 1 si A(l/2, 7r) ^ 0, sinon. 

Le symbole ~Y^ h indique que l'on pondère la somme par des coefficients, 
introduits plus tard, provenant de l'extension de la formule de Petersson à ±1^ 
(cf. section 6, définition 6). 

La méthode suivie ici est celle des moments amollis, initiée par Selberg, et 
Pamollisseur choisi a été introduit par Iwaniec et Sarnak [IS], généralisé par 
[KMV] : par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut en effet écrire (tous les 
nombres sont réels) : 



A , (E^A(l/2 l7 r)) 2 

2^ iA(i/a lW )#o > -=ï — — ■ 

*en* Z^en* A ( 1 /2,^) 2 

Malheureusement, l'expression de droite tend vers quand N(q) tend vers l'infini 
(elle est d'ordre log(-ZV(q)) -1 ), ce qui a suggéré d'écrire : 



A(l/2,7r)/0 



> 



(E" 6 n*A(l/2,7r)M(7r)y 



q 1 

Si la suite de nombres \ M(tt) > est bien choisie, on peut espérer stabiliser 

le quotient, et obtenir une densité positive : on nomme alors cette suite un 
« amollisseur ». [IS], puis [KMV] ont trouvé, sur (Q, une famille d'amollisscurs 
optimaux pour ce problème, parmi ceux de la forme : 

M(tt) = J2 X -(m)P m 

N(m)<M 

avec M = 7V(q) A / 2 , pour A dans ]0, 1[. Ici, ce même type d'amollisseurs est 
efficace, et en suivant [KMV], on prouve : 

Proposition 1 Soit P un polynôme tel que P(0) = -P'(O) = 0, A g]0, 1[ tel que 
M = N(q) A / 2 <£ N, et 



n(m)P 



log(j\//jV(m)) 



m(7t) = e ■■^ )JV ;:r; a a w 

N(m)<M ry 1 y ' 
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Quand N(q) — » oo, parmi les idéaux premiers de Of, k > 2 pair, on 
h 

(2) Afi(q) := E A(l/2,7r)M(7r) 
Trenjj 



(27r)ïres s=1 (CF) Alog(JV(q)) V \log(JV(q)) 



(3) M 2 (q):= E A(1/2^) 2 M(tt) 2 



CH2) 2 r(|) 2 x 8iV(q)V 2 / l|Pli WÎ | P'(l) 2 



(2 7 r)'=res s=1 (CF) 2 log(iV(q)) 2 \^ A3 A 2 \log(N (q)) J J ' 

Ce résultat entraîne le théorème 3 de façon évidente (voir section 9). Remar- 
quons les constantes (impliquant la géométrie de F) intervenant dans l'asymp- 
totique des deux moments amollis (à comparer avec [KMV], propositions 4.1 et 
5.1). Il est assez étonnant que la proportion des formes, elle, n'en soit pas af- 
fectée, et qu'ainsi on puisse atteindre les mêmes bornes que sur Q les meilleures 
connues inconditionnellement . 

Les deux expressions Mi(q) et M2(q) sont les deux premiers moments amol- 
lis, et le terme principal des membres de droite proviennent de la « diagonale »de 
la formule de Petersson. Un effort important doit être fait pour montrer que le 
terme des sommes de Kloostcrman a une contribution négligeable : c'est ici que 
le choix de l'amollisseur (i.e. celui de [KMV]) s'avère crucial, puisqu'il permet 
d'éviter une contribution « hors-diagonale », qui était présente lors d'un tra- 
vail antérieur de Kowalski et Michel [KM1]. Outre les difficultés techniques déjà 
présentes sur Q, il faut gérer les unités de F, qui ont tendance à faire diverger les 
sommes. De plus, nous ne supposons pas que Of est principal, ce qui nécessite 
l'intervention de la théorie adélique. Enfin, même pour k = 2, il peut exister des 
formes non ramifiées, et par conséquent un terme supplémentaire à gérer : c'est 
un phénomène absent dans [KMV], mais une adaptation de la diagonalisation 
des formes anciennes selon [ILS] nous permet de le contrôler. 

Un corollaire de l'étude du second moment est le résultat de grand crible 
suivant : 

Théorème 4 Soit {x n } une suite de nombres complexes, q un idéal quelconque 
de Of- On pose : 



\\xxh:=( £ 

N(n)<X 



■r, 



1/2 



On a alors l'estimation : 

(4) E | E a >k 

Trenj N(n)<X 



2 / X 



2 



+m)r xr2 
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Cette estimation généralise l'inégalité de grand crible classique pour les 
formes modulaires sur (Q, ainsi que celle de [Luol], où il est supposé que F 
a un groupe de classes étroit trivial. La preuve est donnée en section 9. 

La démarche donnée ci-dessus vaut aussi pour l'étude de la non- annulât ion en 
moyenne harmonique de la dérivée , et permet de montrer le résultat escompté : 

Théorème 5 Soit k > 2 pair. Quand q parcourt l'ensemble des idéaux maxi- 
maux deOp, on a : 

h ? 
(5) Hminf £ l^.^^o > -. 

Enfin, pour achever la preuve des théorèmes 1 et 2, on doit faire une étude 
de la fonction L du carré symétrique, et adapter l'étude des moments : c'est ce 
qu'on appelle le passage de la moyenne harmonique à la moyenne naturelle. 

Remerciements : Ce travail correspond pour l'essentiel à ma thèse, dirigée par 
Philippe Michel, qui fut un excellent directeur, patient, passionné et motivant. 
C'est lui qui m'a fait découvrir la théorie analytique des formes automorphes, et 
guidé dans le labyrinthe de Dédale. Si ce qui suit a de l'intérêt, c'est lui qu'il le 
doit. Je remercie A.Vcnkatcsh et E.Kowalski pour avoir rapporté ma thèse. En 
particulier, c'est Emmanuel Kowalski qui m'a encouragé à rédiger entièrement 
la preuve dans ce contexte du théorème de densité zéro, et qui a corrigé de 
nombreuses fautes. 



Organisation de ce travail 

La section 2 fixe les notations utilisées de façon récurrente dans le texte. La 
section 3 définit les espaces des formes modulaires de Hilbert, la 4 rappelle les 
fondements de la théorie automorphe - et la définition automorphe des formes de 
Hilbert. Le cœur du travail commence en 5, où l'on prouve la formule de Peters- 
son nécessaire, que l'on utilise lors de toutes les sections ultérieures pour étudier 
les divers moments harmoniques, l'inégalié de grand crible en 9, jusqu'à la sec- 
tion 11 où l'on traite les moments naturels. L'appendice final contient résultats 
techniques concernant les formes anciennes surtout, et le carré symétrique : il 
s'agit de montrer que les termes issus de la formule de Petersson, paramétrés 
par les formes anciennes, n'ont pas de contribution asymptotique. 



2 Notations et rappels 

Dans toute la suite, on notera F une extension totalement réelle de Q, de 
degré d, d'anneau d'entiers Of- On désignera par q un idéal maximal, sauf dans 
la section 5, plus générale. On notera usuellement H\p l'anneau des adèles de F. 
Les places de F seront notées v, F v désignant le complété de F en v, et Of v 
ou O v l'anneau local des entiers quand v /foo. L'écriture F^ est ici pour R d , 
et F£ = (R x ) d (respectivement : F^ >0 = F*+ = N F/(Q désigne la 

norme, Trpyq la trace, et N = \N F /q\ (prolongée aux idéaux fractionnaires). 

La notation w v (ou éventuellement w v si v est la valuation associée à l'idéal 
maximal p) désigne une uniformisante de l'anneau O v . Si a = rjp"p( a ) est un 
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idéal fractionnaire, on notera id(a) Fidèle fini (w^ ) p (s'il est besoin valant 1 
aux places infinies). C'est cet idèle que l'on dit correspondre à a. 
On note aussi \X\ le cardinal de l'ensemble fini X . 

2.1 Géométrie de F 

• On note Df la différente de F : cet idéal de Op a pour norme |0f|, ou 
est le discriminant de F. La norme d'un idéal a est égale à : N(a) := [Op : a], 
définition que l'on peut prolonger par multiplicativité au groupe des idéaux 
fractionnaires de F, noté J?(F). 

Les d plongements de F dans 1R seront notés Ç i— > pour j = 1, . . . , d. Si £ 
vérifie : £W > pour tout j, on notera £ (on dit alors que £ est totalement 
positif), et pour tout sous-ensemble X de F, on pose : 

x + = x»° := |xeX;.T>0}. 

• L'ensemble F x>0 est le sous-groupe de J?(F) formé des idéaux principaux 
admettant un générateur totalement positif . Le groupe des classes étroit est le 
quotient : 

<#1+{F) := J?(F)/F X>0 
Ce groupe admet la représentation adélique : 

tft + (F)=A F /F x F* + Ô F 

avec Of — n«<oo^K- C'est donc un groupe fini, de cardinal hp, et on choi- 
sit une fois pour toutes un système de représentants {a} dans : ce choix 
est inélégant, mais reste nécessaire dans la mesure où il permet de traduire le 
problème posé en terme d'analyse harmonique sur des espaces symétriques réels 
(problème de « l'adélisation »). De plus, la formule de Petersson pour un corps 
général (i.e. dont le groupe des classes étroit n'est pas trivial) s'exprime avec 
des sommes de termes dépendant de ce choix, bien qu'invariante globalement. 
Techniquement, cela permet aussi de remplacer des sommes sur des idéaux par 
des sommes sur des entiers, et d'utiliser le lemme suivant (cf [Luol] page 131), 
conséquence du théorème de Dirichlet sur les unités de F : 

Lemme 1 Soit F un corps de nombres totalement réel. Il existe des constantes 
C\, C*2 ne dépendant que de F telles que 

(6) VteF f 3eeO*+,Vje{l,...,d}: 

Ci\N(Ç)\ 1/d < M) U) \ < C2\N(Ç)\ 1/d - 

• Etant donné a et b deux idéaux fractionnaires, on notera : 

a ~ b a et b ont même image dans J^p 3£ 6 F x>0 ; ab" 1 = ÇOf 

et lorsque tel est le cas on notera [ab _1 ] le choix d'un £ satisfaisant à la relation 
précédente. 

• Nous noterons (p la fonction de zêta de Dedekind du corps F. Cette série de 
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Dirichlet permet de construire des fonctions arithmétiques, comme par exemple : 
* fi la généralisation de la fonction de Môbius, définie par la relation : 




(— l) r si n est produit de r idéaux premiers distincts 
sinon. 



On vérifie aisément l'identité : 

= J2 M(n)iV(n)- s ,V5R(.s)>f 

*r, définie par r(n) := |{ï) C OplnQ^ 1 C Of}|, donne le nombre de diviseurs, 
et vérifie toujours l'estimation, pour tout s > : 

r(n) < £ N(n) E 

Elle peut se voir comme les coefficients de la série (p. 
On utilisera aussi la fonction arithmétique ip 

1&(u) ^Hil + Nip)- 1 ). 

p|n 

Dans le produit, p désigne un idéal maximal. Son introduction dans Pamollisseur 
M(7r) permet de calculer explicitement les termes principaux des premiers et 
deuxième moments. On se servira implicitement de l'estimation 

|{n C F \N(n) = n}\ < e n e , Ve > 

pour la convergence de certaines sommes. 

Enfin, nous noterons Çp^ la fonction Çp x (f — 7V(q)~ s ), c'est-à-dire la fonction 
C à laquelle on a ôté le facteur en q. 

2.2 Sommes de Kloosterman 

Par commodité, on rappelle ici la définition donnée par Venkatesh dans [VI] 
(définition 2) des sommes de Kloosterman. 

Soient a, b deux idéaux fractionnaires de F, tels que b C a. On note (a/b) x 
l'ensemble des x € a/b engendrant a/b en tant que O^-module. Pour un tel x, on 
note x l'unique élément y G (a _1 /ba~ 2 ) x tel que xy = 1 mod ba _1 . Cela étant 
posé, soient ai,ci2 deux idéaux fractionnaires, et c un idéal tel que c 2 ~ dici2. 
Soient aussi ai € aj" 1 ®^ 1 , a2 G a^ 1 ®^ 1 et c e c _1 q, q étant un idéal fixé de 
Op. On pose 

(7) KS(a 1 ,a 1 ;a 2 ,a 2 ;c, c) = ^ cxp I 2inTT F /Q 

xg(aic- 1 /oic) x 

Nous les rcnormaliscrons en 6, et donnerons alors la borne de Weil qu'elles 
satisfont. 



<x\x + a 2 x 
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2.3 Rappels sur les groupes 

De façon générale, si G est un groupe algébrique sur Z, et R un anneau 
quelconque, G{R) désigne le groupe des points de G à valeurs dans R. Si R est 
topologique, G{R) peut être muni d'une topologie « forte », issue de celle de 
R. En particulier, G(F 00 ) désigne bien sûr G(R) d et G + (F OQ ) sa composante 
neutre. Nous travaillerons avec G = GL2, et aurons besoin de certains de ses 
sous-groupes : pour R un anneau (éventuellement topologique), on notera : 

;zeR x } 

; x G i?} 

;aG iï x } 

;a,d G R x ,b G iïj 

Le sous-groupes SLi2(iï), (S)0 2 (-R) interviendront avec iî = i 7 ^. On pourra 
noter Z x le centre de GI^-Foo), et = F^ + sa composante neutre. Dans le 
cas où F est un corps de nombres, certains groupes compacts sont utiles : pour 
u|oo, on a déjà vu le sous-groupe compact maximal K v = $Ç)2{F V ) de GL^iFy), 
et en faisant le produit sur toutes les places infinies on note Koo = S02{F ao ) celui 
de GL^Foo). En v finie, le compact maximal de GL^-Fi,) est K v = GL^Oi^,). 
D'autres sous-groupes compacts dans le cas non-archimédien sont importants : 
si q v C Of v est un idéal, on notera 

K (q v ) = {(1 b d ) e GL 2 (0 Fv ),c v G q„}. 

Ces sous-groupes locaux engendrent des sous- groupes compacts de GL^Ap). 
Soit q C Of un idéal : 

K f := \{ GL 2 (O f J 

u<oo 

X (q) := {.g G X>; V« /oo,^ G ^(qO^)} 
A' := K^Kf 

L'importance de ces groupes réside notamment dans la décomposition d'Iwa- 
sawa : 

Proposition 2 Soit F totalement réel, et v une place de F. L'application : 

Z(F V ) x N{F V ) x A(F V ) x K v — > GL 2 (F„) 
(z, n, a, k) 1 — > znak 

• est surjective, et sa restriction à Z + (F V ) x N(F V ) x A(F V ) x K v induit un 
homéomorphisme si v\oo. 

• est surjective si v /foo. De plus, si (poi^o) G P(F V ) x i^ t , a powr image g G 
GL2(-F Î) ), toutes les décompositions d'Iwasawa de g sont données par {(po^ -1 , fc^o)) k G 



z <*> - {(; °) 

iV(fl) := { ( l l ) 

p <«) - {(si) 



9 



D. Trotabas 



Pour v\oo,v /\oo,v = oo, on notera pour g v G Gh2(F v ) une décomposition 
d'Iwasawa : 

9v = z(g v )n(g v )a(g v )k(g v ) 

On notera aussi que pour v\oo ou v = oo, on a aussi une décomposition d'Iwa- 
sawa pour GL^(F„) : 

Z+ x N(F V ) x A+(F V ) x K v 

On pourra utiliser l'isomorphisme exceptionnel S0 2 (R) — R/27rZ en notant 
k e S0 2 (R) : 




2.4 Mesures de Haar sur les corps locaux 

Soit F un corps de nombres, que nous supposerons totalement réel pour 
raccourcir notre propos. 

Dans ce cas, pour toute place archimédienne v, F v = R, et on munit R de 
la mesure de Lcbcsguc dx (qui est la mesure Haar normalisée dans ce cas). La 

mesure de Haar de R x est d x x = ^r, et c'est aussi celle de RÏ. 

kl' ^ + 

Pour v finie, on utilise les mesures normalisées de Tate (voir la thèse de Tate 
dans [CF] pour plus de détails) : si p est un idéal maximal correspondant à v, 
on note n p (S)i?) la p-valuation de la différente globale (ou locale), et on choisit 
pour mesure de Haar normalisée celle qui vérifie vol(O v ) — N(p)~ n <'(® F " 2 , la 
notant dx. La mesure j^- est bien une mesure de Haar multiplicative, mais on 
note d x x la mesure normalisée de telle sorte que vol x (O x ) = 1. 

On peut alors mettre sur les groupes adéliques et A£ les mesures limite 
inductive (bien définies car on a pris la peine d'assurer vol(0„) = 1 p.p.(u) et 
vol x (Oy) — 1 p.p.(f)). Ces mesures sont caractérisées par leur valeur sur une 
base de la topologie : on pose mes(n„ 6 s ^ x Ylvis ® v ) = Tives mes v(U v ) (avec 
S ensemble de places fini, U v ouvert dans F v ) dans le cas de la mesure additive 
par exemple, et on fait pareillement pour la mesure multiplicative. On aura juste 
besoin en fait de savoir que vo\(/Af / F) = 1 pour la mesure additive, soit encore 
voliF^/Op) = {VfI 1 / 2 . 

La décomposition d'Iwasawa permet également de normaliser la mesure de 
Haar de GL 2 . En fait, remarquant que Z(F V ) = F„ x , N(F V ) = F v , A(F V ) = F„ x , 
on peut montrer que 

d x a 

dHGh 2 (F v ){g) ■= d x zdx^—duKv 



en notant 

' z OWl x \ ( y 
z 1 M 1 



h' r 



avec k v € K v . On normalise d[iK v pour en faire une mesure de probabilité. Voir 
la preuve dans [Bu], proposition 2.1.5. 

La mesure de Haar de GL 2 (R) induit celle de GL^(R) (on intègre sur 
Z(R)+,iV(R),yl(R) + ) ; celle du quotient Z(R)+\GL 2 f (R) est paramétrée par 

dxj^fdnK v - 
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On déduit de ces mesures locales une mesure de Haar normalisée sur GL 2 (Af) 
déterminée par les valeurs mes (Ilues U v x Yl vl ± s GL 2 (O v )) := Yl veS mes v (U v ). 
C'est dans un but global que l'on normalise les mesures locales. 

2.5 Notations des fonctions 

F étant de degré d, on aura à travailler avec des fonctions définies sur R d . 
On notera en caractères gras les vecteurs. Si n G N, n = (n, . . . , n) G N rf . 
Ainsi, si (p = ®j<Pj ■ C d — ► <D, et z = (zi, . . . , Zj), on note : 

d 

De même, si / : (D — > <C est complexe, f(z) désigne le nombre : 

en particulier : 2 Z = 2^^, T(fc - 1) = Ilj r(% - 1) , 2 1 = 2 d ^ 2 1 . Cela 
permet d'étendre la norme à <C d par : N(z) := {z 1 ]. 

Si, pour v G R, désigne une fonction à valeurs dans (D, alors pour 1/ = 
(1/1, . - - , G R d et z G € d : 

d 

3=1 

Par exemple, pour k G N d , a; G R rf , on pose 

d 

J k -i{x) := Y[ Jkj-l(xj). 
3=1 

Par respect de ces conventions, nous noterons un élément du corps F £ (et non 
£) quand il sera vu comme le vecteur {£^')i<j<d- 



3 Formes modulaires de Hilbert 

Supposons que F est un corps totalement réel, de degré d sur (Q. Soit H rf 
le produit de d copies du demi-plan de Poincaré. On définit une action de 
GL%(F) = {7 G GL 2 (F);det 7 » 0} sur H d de la manière suivante : 

(8) V* = fe)i<i<d G H rf ,V 7 G GL+(F), 7 .z = (T^.^Oi^xd 

/ a b \ 
avec, si 7=1 ^ I et 1 < j < a : 



(9) 7 (j) .z 
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Par conséquent, pour tout sous-groupe T C GL^(F) on a l'action induite T O 
H . En particulier, les sous-groupes de congruence suivants, où a, b désignent 
des idéaux fractionnaires, sont centraux dans la théorie : 

r (a,b) = {( Q C ^ G GL+(F); a, b E O f , c e ab' 1 , b e b,ad-bceO* + } 
Formes modulaires de Hilbert classiques 

Soit k € N rf un entier pair, T = T Q (a, b). Soit / : DH d — > (D une fonction holo- 
morphe (à plusieurs variables). Pour tout 7 e GL^(F), on définit une nouvelle 
fonction /| 7 : 

(10) /| 7 (z) = ((det 7 )-*(c* + d)) 

Rappelons que d'après nos conventions, avec 7 

3=1 

Définition 1 On appelle forme modulaire classique de poids k, pour le groupe 
de congruence T, toute fonction holomorphe f : H d — ► (D telle que : 

(H) fU = f> V7 e r 

Le principe de Koechler donne alors l'holomorphie en les pointes, sous la seule 
hypothèse que [F : Q] > 1. Une forme modulaire de Hilbert classique admet un 
développement en série de Fourier : 

/(*)= ^c(e,/)exp(2i7rlr(^)) 
«>o 

et l'on note =5^fe(r) l'espace des formes modulaires cuspidalcs classiques, dont 
le coefficient de Fourier constant c 7 (0, /) est nul pour chaque 7 € GL2(F). La 
fonction L que l'on peut définir à partir des formes classiques est une somme de 
Dirichlet indexée par les idéaux fractionnaires principaux de F : pour l'étude de 
problèmes géométriques - comme les fonctions zêta des variétés, il est nécessaire 
de les adéliser, afin d'avoir des sommes sur les idéaux quelconques. 

Pour cela, commençons par le théorème d'approximation forte : 

Théorème d'approximation forte pour SL 2 : 

Pour tout corps totalement réel F, SL2(i ? )SL2(-F 1 o) est dense dans SL2(Ap). 

Une version générale de ce théorème est prouvée dans le livre de Platonov- 
Rapinchuk (th. 7. 12). On l'utilise seulement pour SL2, pour lequel [Ga] donne 
une preuve élémentaire (appendice A. 3). 



a b 

c d 



cela s'écrit aussi 



x/((7 0) -%')i<^) 
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Proposition 3 (Approximation forte pour GL2) Soit {a} le système de la 
section 2.1, et id(a) un idèle fini correspondant à a 

GL 2 (A F ) = II GL 2 (F)GL+(F 00 ) ( id £ a) J ) K Q (q). 

ôe^+(F) ^ ' 

Preuve : On utilise d'abord le fait que (cf 2.1) 



A*= ]l F x F*+id(a)Ô 



Le théorème d'approximation forte assure que SL^-F^SL^-Foo) est dense dans 
SL 2 (Af)- En écrivant detd = ^j/ 00 id(a)u/ selon la décomposition ci-dessus, on 
en déduit donc qu'il existe deux suites j n € SL 2 (F), <?oo.n £ SL^i 7 ^) telles que : 



1n9oo,n n — >oo 



r 1 \ / y" 1 \ / uf \ / id(a)- 1 

1 ) y v 1 M 1 M 1 



et donc TJ n GL 2 (F)GL 2 f (Fqo) ^ l ) { 1 ) ^ M e ^ } cst dcnsc dans 

GL 2 (Ai?). Comme i^o(q) est ouvert, vérifiant : 



cela achève la preuve. I 
Soit : 

id(a) 



r (q,a) :=GL+(F)n 







\ . , . .{ id(a)- 1 

1 J^)( 1 



ou encore : 



r (q, a) = { ( a c h d \& GL 2 (F)| a,deO F ,ce qcr 1 , 6 ea,ad-bce 0* + } 

Le théorème d'approximation forte induit un homéomorphisme : 
(12) GL 2 (F)Zi\GL 2 (A F )/A- (q) = [] Z+L (q, a)\GL+(F oc ). 

Notations : Soit A le Laplacien de GL^(IR), défini avec les coordonnées d'Iwa- 
sawa par : 

2 / d 2 d 2 \ d 2 



dx 2 dy 2 ) dxdO 

A définit sur l'espace des fonctions lisses < ^' 00 (GL 2 f (-F00)) d opérateurs {Aj}i<j<d 
par : 

Vffoo, A^(. 9oc ) = A[/n-> <p(g x , . . . , jT^,...,g d ,)]\ h=gj . 

place j 

Soit A = (Ai, . . . , A rf ), et pour À 6 R*, tp 6 ^(GL^i^)), on pose Aip = \(p 
si, pour tout j dans {1, . . . , d} : 

Vcjoo 6 GL^Fqo), Ajipigoo) = Xj^g^,). 
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Pour fcœ G Kra, cfkkoo) désigne exp(ifc0) si koo = ( °° S ^„ s ^ n ^ ] ( av ec les 

— sin cos t) • 



notations vectorielles de la section précédente). 



On peut maintenant définir un premier espace de formes adéliques : c'est un 
espace auxiliaire, qui sera utile pour prouver la formule des traces de Pctcrsson, 
car il permet une indexation pratique. 

(13) S* := itp : GL 2 (A F ) -> C bornée ; if('yz 00 gk 00 kf) = c(kk oc )ip(g) 
V(7>*oo, S, *«,,*/) G GL 2 (F) xZ+x GL 2 (A F ) x S0 2 (R) rf x A (q); 

(l )ipet / ^(n(i)g)dî; = 0VgeGL 2 (A F )} 

L'espace est muni du produit scalaire : 



A<p = 



(<p,tp) s * := / tp{g)ip(g)dg 

q JGL 2 (_F)Z+\GL 2 (A F )/i : fo(q) 

Un corollaire de l'approximation forte pour GL 2 est ce que l'on appelle 
« l'adélisation des formes modulaires » : 

Corollaire 1 On a un isomorphisme 

S* — J4(r (q,a)) 

y x \ ( id(o) 

o i M o î 



tp i — > <z = x + iyt-^y 



ôe^+(F) 

Remarque 2 En munissant l'espace @iHi 1 somme directe d'espaces de Hilbert 
Hi, du produit scalaire (Si x îj Si 2^)^- = Si ( x iiUi}i l'isomorphisme ci-dessus 
est une isométrie. 

On a sur une action p non triviale de ^^{F), quotient de l'action du 
centre : 

pWf(9) = <p[[ ld{ o ] id ( b) )g] 

et par conséquent on a la décomposition : 

(14) S*= 5 q fe [ X ] 

c tol + {F) désignant le dual du groupe fini commutatif 

Définition 2 L'espace des formes modulaires de Hilbert adéliques 
L'espace des formes modulaires de Hilbert de poids k G N d ; de niveau q est 
défini par : 

(15) H\ = Up : GL 2 (A F ) -> © feomée ;ip( , yzgk 00 kf) = ip(g)e(kk oc ) 
V(7,z,0,ftoo,fc/) G GL 2 (F) x Z(A F ) x GL 2 (A f ) x S0 2 (R) d x A' (q); 

A<£ = -fl - -}<p et [ ip{n{x)g)dx = Vg G GL 2 (A F )| 
2 V 2/ Jf\a f j 
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Cet espace est nul si k ^ 2Z> X . On a une injection évidente Ti.^ (et même 

L'espace admet une structure hermitienne, avec le produit scalaire : 



(v.V')wfc = / l p(g)i'(g)dg 

" JGL 2 (_F)Z(Ajr)\GL 2 (A F )/ifo(q) 

et on peut remarquer dès à présent, ce sera utile dans la suite, que pour toute 
forme tp : 

2 _ tir. . vf„w I l,-/„\|2. 



|M|^ = [^ /: iC (q)] / |v(fl)rdfl 

" JGL 2 (F)Z(ft F )\GL 2 (A P ) 

avec [if/ : ifo(q)] = N(q) + 1 si q premier. 



4 Représentations automorphes de GL2 

4.1 Formes automorphes pour GL 2 

Soit Ap l'anneau des adèles de F, ui un caractère multliplicatif de Ap/F x . 
On se place dans GL 2 (A F ), et on utilisera les notations de la section 2.3. Outre 
les excellentes références usuelles [G] , [Bu] sur les formes automorphes, les notes 
de Godement [Go], moins populaires, m'ont été d'une grande utilité, pour tout 
ce qui regarde les fonctions L, ainsi que le livre récent de Bushncll et Henniart 
[BH]. 

On ne redéfinira pas l'espace des formes automorphes du groupe GL2 noté 
A(GL2(F)\GL2(/Af)) (cf [Bu], chapitre 3) : ce sont des fonctions à croissance 
modérée, finies (pour l'action par translation de Kf et du centre de l'algèbre 
enveloppante Z(U(qI(2)<c))). Le sous-espace des formes paraboliques, défini par 

■4 (GL 2 (F)\GL 2 (A F )) = {^e A(GL 2 (F)\GL 2 (A F )); f V (n(x)g)dx = 0} 

JF\A F 

est constitué de fonctions à décroissance rapide ; on appelle représentation auto- 
morphe (resp. parabolique) irréductible un sous-espace irréductible de A (resp. 
.4o)- H se trouve que Aq(oj), sous-espace de Aq sur lequel Z(Ap) agit selon oj, 
est somme directe (algébrique) de représentations automorphes. 

Soit (tt, V w ) une représentation automorphe irréductible de GL 2 (A^)- Elle 
se factorise sous la forme d'un produit tensoriel restreint : 

(16) 7r = (gK, 

V 

TT V étant une représentation admissible de GL 2 (F v ) si v finie (respectivement un 
(g[ 2 (IR), 2 (R))-module si v infinie), sa restriction à Z{BKf) induit un caractère 
de H\p/F x , noté lu^, dit caractère central de tt, dont chaque composante locale 
(u) w ) v est le caractère central u Wv de tt v . La représentation automorphe (77, V n ) 
admet un modèle de Whittaker (cf. [Bu], chapitre 3.3), pour tout choix d'un 
caractère additif ip = ®ip v , qui se factorise aussi : 
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avec la compatibilité importante : si ip = ®tp v dans (16), alors l'élément de 
Whittaker correspondant W<p vérifie : Wip(g) = Yl v Wf v (g v ). De plus, on a 
par unicité du modèle de Whittaker la relation : 



Dans ces factorisations, presque toute tt v est non ramifiée, i.e. admet un vec- 
teur fixe par GL2(0f„ ), et on sait alors que ce vecteur est unique (à homothéties 
près). Si TTy est ramifiée, l'admisibilité de tt v assure quand même l'existence d'un 
entier ti(tt v ) minimal tel que : 



et un résultat célèbre de Casselman dit que cet espace est unidimcnsionncl (pour 
v finie). Ici on a posé : 



Si v correspond à l'idéal maximal p on note n(ir v ) = n(ir p ) et l'idéal q x ~ 
Y\p n M est nommé conducteur de tt. L'idéal local w v " O v est appelé conduc- 
teur de ir v ou conducteur en v de tt. 

Le point important est que les vecteurs (presqu')invariants du théorème de Cas- 
selman, dits vecteurs spéciaux ou essentiels, ont pour transformée de Mellin 
les facteurs locaux L(s,ir v ) de la fonction L de tt (voir [PI]), et permettent de 
traduire des énoncés concernant des fonctions L dans le langage de l'analyse 
harmonique (cf section 5). En résumé : 

Proposition 4 Pour toute place v finie, on note W® l'unique élément spécial 
du modèle de Whittaker local tel que W®(1) = 1. Si ip v est non ramifié, W® 
vérifie alors : 



(avec convergence pour ^R(s) > 0). 

Modulo des adaptations techniques, on peut montrer une telle égalité dans le cas 
archimédien aussi (même référence). D'ailleurs, la fonction notée au début 
de la section 5 est précisément, dans le cas des séries discrètes de GL2(F OQ ), cet 
élément spécial. 

Supposons, ce qui sera notre cas dans la suite, que l'on parte d'une représentation 
globale parabolique tt dont le caractère central est trivial, et dont le conducteur 
est sans facteur carré : on peut alors donner la forme des fonctions L locales. 
Le résultat suivant résume la situation (cf. [Go] pour les preuves) : 

Proposition 5 Soit v «-> p une place finie de F, avec ces hypothèses 

• si tt v est non-ramifiée, alors tt v est une série principale et on peut écrire 






(17) 




L(S, TT V ) = (1 - Qx,l 



(p)N(p)- s )- 1 (l-a 7r>2 



(p)N(p)- s ) 



-î 
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On a l'équation fonctionnelle locale : 

L(s, n v ) = L(l - s, 7r„) 

• si ir v est ramifiée de conducteur zu v O v , alors ir v est une représentation spéciale 
et on peut écrire : 

L(s,tt v ) = (l-a 7r (p)iV(p)- s )- 1 
On a l 'équation fonctionnelle : 

L(s,tt v ) = e nv N(p)^ s L(l - s,tt v ) 

avec e nv = -N(p)^ 2 a7 ,(p) e {1,-1}. 

Remarque 3 : Si k est un entier positif, et ir-^ une représentation irréductible 
de GL2(R), isomorphe à une série discrète T>(k) de caractère central trivial, 
alors : 

L( s ,^0 = (2^)-( s+ ^)r (* + £)■ 

L'équation fonctionnelle est dans ce cas : 

L( S , 7 r R )-i fc+1 L(l- S ,7r R ) 

Ces résultats donnent une description complète des fonctions L d'une cer- 
taine classe de représentations automorphes : celle des formes modulaires de 
Hilbert de conducteur sans facteurs carrés (voir ci-dessous la justification de la 
confusion entre formes et représentations, qui sera exploitée en 6 dans un cas 
simple) . 

Définition 3 Soit k € 2N d . Une forme modulaire de Hilbert de poids k est une 
représentation automorphe parabolique -k de caractère central trivial telle que 

TToo = V{k - 1) = ® 1 < J < d X>(fc J - - 1). 

Notation : On note 11^ l'ensemble des formes (représentations) modulaires de 
Hilbert de poids k (référant au paramètre à l'infini), de conducteur q. 

Une première chose à préciser est le lien entre formes (fonctions) auto- 
morphes, et les représentations, pour justifier la « confusion » entre les deux. 
En effet se décompose à l'aide des : pour n dans cette famille, écrivons 

faVjx-X'M = [f G (tt, = i P {g)e(kk 00 ), 

V^fcoo.fc/) G GL 2 (A F ) x Koo x #o(q)} 

Cet ensemble est unidimensionnel si q^ = q, engendré par un vecteur spécial 
global — <E>„ </?!„, produit des vecteurs spéciaux locaux. Si q^ 7^ q, on sait 
calculer sa dimension (grâce à Casselman). Ceci donne donc : 

(18) ^q=0 Q (*,V V ) K ~* K °W 

r|q nen* 
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On appelle espace des formes nouvelles l'espace (B^gn* ŒVn-j et l'espaces des 

r|q 



formes anciennes est © r | q © 7re n fc ( 7r ' K-)^ 00 *^ ^. 



Revenant aux fonctions L, posons L(s, -Koq) = (2ir) ( s+ 2 )r (s + ^p). On 
pose donc : 

(19) L(S, 7r) = Y[ L(s, 7T V ) = L(S, ^00)^(8, 7T/). 

produit eulérien convergent pour 5R(s) > 1, et la partie finie est une série de 
Dirichlet, une fois le produit développé, convergente pour 5ft(s) > 1 de la forme : 

L(s,n f )= ]T A.(n)iV(n)- s 

nCO F 

indexée par les idéaux non nuls de Ci?. Cette fonction admet un prolongement 
analytique. L'équation fonctionnelle de L(s, tt) est le produit des équations lo- 
cales, soit dans le cas où le conducteur global q^ = q est premier : 

(20) N(q w )iL(s,7r)=S^N(q v )^L(l-S,7r) 

avec En = — i fc A 7r (q)A^(q) 1 / 2 G {1,-1} (il n'y a de série discrète de paramètre 
k — 1 que si k est un entier pair). 

Vu l'équation fonctionnelle, on pose A(s,tt) = iV(q w ) s / 2 L(s, 7r). Nous aurons 
besoin des valeurs A(l/2,7r) et A(l/2, 7r) 2 , qui sont en dehors de la zone de 
convergence de (17). 

Proposition 6 Soit ir une forme modulaire de poids k, conducteur q (quel- 
conque). On a : 

(21) A(l/2, tt) = (1 + e.Mq) 1/4 £ ^=F(N(n)/N( q )^) 
avec : 



(23) A(l/2, 7 r) 2 = 2iV(q) 1 / 2 £ ^=r(n)G(N(n)/N( q )) 



avec : 



(24) G(v) = ê- I v- s ^ ) (i + ^)l(s + \^ 00 ) 2 

2ï7T J (3/2) V 2 J 



1(3/2 

Pour ce faire, on pose pour tt g IlJ? 



•s 



/(tt) = / A(.s + 1/2,tt) — . 

J(3/2) s 
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L'équation fonctionnelle (1) assure que : 

(l + e w )/(7r) =A(1/2,tt) 
puis, en développant en série, on trouve bien : 

(25) A(l/2, vr) = (1 + £ .)W(q) 1/4 £ ^^^(^(^/^(q) 1 / 2 ). 

L'autre égalité se montre de la même manière. Ces sommes sont absolument 
convergentes. 

4.2 Représentations et fonctions de Bessel 

Dans cette section, n désigne une représentation unitaire irréductible de 
GL2(R), que nous supposerons de caractère central trivial pour simplifier. Soit 
ip un caractère additif de R. 

Les séries de Poincaré que nous définirons dans la section 5 sont produites 
à partir d'éléments particuliers du modèle de Whittaker W(tt,i/j), et lors du 
calcul du produit scalaire apparaissent des intégrales d'« entrelacement ». Dans 
la proposition suivante, désigne la fonction de Bessel associée (cf [CPS], 
-1 



[Sou]), et 



1 



Proposition 7 Soit tt une représentation unitaire irréductible de PGL2(R). 
Pour b G R x , on pose : 



W(7T,V) ► W(7T,V) 

S : 

w i — ► g i-> 

'JV(R) 

L 'intégrale définissant S est convergente, et on a : 

(26) y g e PGL 2 (R), S{W){g) = ±-J n ^(b)W{g) 

|m| 

si ip = cxp(2im7r.). 

C'est ce résultat, écrit sous une autre forme, qui est au coeur de la proposition 
9.4 de [BM], et par conséquent de la formule de Kuznetsov. Dans notre situa- 
tion, en section 5, on pourrait conclure plus élémentairement (pour F = (Q, la 
formule de Petersson se passe de celui-ci), mais il est important de remarquer 
qu'il est central dans toutes les formes « difficiles »des formules de traces de 
Petersson/Kuznetsov. 

Nous serons dans le cas où ir = T>(k — 1), auquel cas [CPS] donne, pour 
ip(x) = cxp(2i7rmx) : 

(27) Vx>0, J^{x) = (-l) fc/2 27r|m|VïJfc-i(47r|m|Vï) 

J„ étant la fonction de Bessel classique, dont la forme la plus utilisée par la 
suite sera (cf [Luol]) : 

(28) J v {x)= [ V 2 ; (^-Yds, si < a < 
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5 La formule de Petersson 

Soient k G 2N d un vecteur pair, q un idéal quelconque de Of- Soit Iljj la 
famille des formes modulaires de Hilbcrt de conducteur q, de caractère central 
trivial. 

Pour g G GL^Ap), on note g = goo9f la factorisation en places infinies et finies, 
et on écrira parfois goo = (gi, . . . , g^) les composantes infinies (bien sûr, si v est 
une place, g v dénote la composante en v de g). 

Toute cette section est adaptée du travail de Venkatesh ([VI], section 6), qui a 
étendu la formule de Kuznetsov dans ce contexte adélique. Le lecteur est invité 
à se référer à cet article, dont nous suivons les notations. 



5.1 Analyse harmonique réelle 

Sur les espaces Sfe(Z+r (q, a)\GLj(Foo)), on dispose de l'analyse de Fourier 
classique. Plus précisément, soit ^oo le quasi-caractère additif de <C d défini par : 

Vz G (D rf , ipoo(z) = exp(2i7rz) = exp(2z7r^z 3 ) 

3=1 

Comme un élément g de GLj" (F,^) admet une unique représentation 

(29) g = z{g)n{g)a{g)k(g) = ( * ° V J l) il 1 ) k °° 

avec z G F^ >0 , x G -Foc, y G ^oo >0 ' ^oo G -fi'oo (décomposition d'Iwasawa), on 
peut définir : 

(30) W^(g) = y fe / 2 Voo(fe(x + iy))c{kk x ) 

d d 

= \\_ yf /2 cxp(2î7T^fcj(a;j + %)) cxp(ifc0) 

3 = 1 3 = 1 

La notation est cohérente (avec (17)), car cet élément est précisément le vecteur 
nouveau du modèle de Whittaker des séries discrètes T>(kj — 1) de GL2(F 00 ) 
(restreint à GL^ (F^)). 

La théorie de Fourier classique permet d'écrire, pour g G GLg (Foo), 'fia € 
é>fc(Z+ro(q, a)\GL 2 t "(i r oo)), sous forme de série normalement convergente : 



(31) 



<fa(9) 



c(a,<p a )W° 



a»0 



a 




5.2 Séries de Poincaré 

On va définir sur des fonctions, généralisant les séries de Poincaré clas- 
siques (sur les espaces de formes modulaires), comme l'a fait Venkatesh dans le 
contexte des formes de Maass. 

Soient a et b deux idéaux fractionnaires. On se donne aussi a (resp. a') un 
élément non nul de a -1 £>^ (resp. (ab 2 )- 1 D F 1 ). On notera r^q, a) = iV(F oc )n 
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r (q , a) , Zr — nr (q , o) . Pour G GL J (F^ ) , on pose, avec les coordonnées 
d'Iwasawa : 

(32) W£(ffoo) := y fe / 2 Voc(a(x + iy))e(fefc 00 ) 
Ce qui revient au même : 

(33) C(ffoo) - j'(5oo)- fe Voo(a9oo.i) 

Sur l'espace Sk(Z^To(q, a)\GL^"(i 7 ' 00 )), on peut définir la série convergente : 

%») = E ^(7300) 

762rr„(q,a)\r (q,a) 

La convergence de cette série est bien connue (cf [Ga]), ainsi que ses propriétés 
de modularité, grâce à la dernière écriture de W^. 

Définition 4 Avec ces notations, on définit pour tout couple (a, a) une série 
de Poincaré encore notée P" G par : 

les composantes étant celles de l'isomorphisme (H). 

On obtient traditionnellement la formule de Petersson en calculant de deux 
façons différentes le produit scalaire de deux séries de Poincaré. Il sera crucial 
plus tard de disposer d'une formule du type « A w (n)A,r(m) »avec m et n quel- 
conques (et pas forcément dans la même classe) : pour cela, il faut permuter les 
composantes connexes de GL 2 (F)Z+ \GL 2 (Ai?)/-ftTo(q), et donc user de l'action 
naturelle à droite de GL 2 (Af) sur S*, notée p. On pose : 

P(b)i?b»(ff) := Kl* (9 ( id ( b) )),V 9 e GL 2 (A F ) 

Puisqu'on peut écrire, par le principe de l'approximation forte : 
id(b) \ / id(a) \ _ x ( id(ab 2 ) 



id(b) M 1 



7 I o i ) 9oc f 



avec 7 G GL 2 (F), kf G K (q) et g^, g'^ G GL 2 (F<x), il vient d'une part 

n/ ^ r. T +/r^ - f id(ab 2 ) \ ^ M / id(ab)- 1 
7 G r(o ab 2 ) := GL^(F) n ( V Q 7 x 1 Jf (q) f g id(b) -i 

d'autre part, en notant 7 a _> a &2 la composante infinie d'un tel 7 : 



id(o) \ \ . ( ( id(ab 2 ) 



p(b)P V(3oo ( Q ' x ) ) = OsiïïVâ 



id(a') 
( 

On peut donc réécrire : 

,3oo 



ïdi Q a) ?))= E ^'(77^00) 

' 7e2 r r JV (ci : ab 2 )\ro(ci : ab 2 ) 

E (7.900) 



76Z r rjv(q,ob 2 )\r(o^ob 2 ) 

En suivant [VI], on peut énoncer : 
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Lemme 2 On a les propriétés suivantes : 
• On a explicitement : 



(34) r(cwab 2 ) = {^" b d ^j G GL+(F) | a G b,b e ab,ce qa^b^ 

de b-\ad-bceO* + } 



• De plus l'application ( a ^ j G T(a — > ab 2 ) — * (c,a,ad — bc) induit une 

bijection de IV(q, ab 2 )\r(a — > ab 2 )/rAr(q, a) sur l'ensemble j(c, | c G 
qa -1 E> _1 ,e G G b,x engendre b/ab 2 (c)|. 

£n/m, si on note B+(F) = | ^ ® ^ j G GL+(F)| a/ors rV(q, ab 2 )\r(a -> 



.2 



ab")n-B + (i 7 ') est non vide si et seulement si b est principal, et admet le système 
de représentants | ^ ^ e [b]^ 1 ) ' £ ^ M e ^ arl ^ U7î générateur fixé de 

b. 



Nous renvoyons à [VI] pour la preuve. 



5.3 La formule de Petersson pour S% 



Nous allons maintenant évaluer le produit scalaire (^P",P" b2 J , ceci avec 

les mêmes notations que précédemment. Comme pour la formule de Kuznctsov, 
on fait ce calcul de deux façons : l'une, directe, utilise la paramctrisation du 
dernier lemme, avec- la propriété d'« entrelacement »du lemme 7 (dont l'inter- 
vention est moralement justifiée par la définition des séries de Poincaré, via des 
éléments spéciaux des modèles de Whittaker aux places infinies) ; l'autre vient 
de la décomposition spectrale de l'espace S^, qui ici est techniquement facile à 
gérer, car cet espace est de dimension finie. 



• Calcul direct du produit scalaire 
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On doit donc calculer 



si 



f + ° ))* 

= E / (^) (S)(P(^0 (-9)^5 



7^+r (q,a)\GL+(F oo ) V V U 1 / ' V V U 1 / ' 

= / f E w^ërâ)Vp a t) J-r^g)dg 

Jzir N (q, a )\GL+(F =0 ) ^ 7 eZrr«(q,ab 2 )\ro(q,ab 2 ) 7 

= / E w£(ts)W 

" , Z oo r JV (q,o)\GL 2 (F») ^ 7 e2rrjv(q,ob 2 )\r(a — at> 2 ) ' 



On peut donc écrire : (P°, Pfî^ ) = h + h, avec 



(35) 



2ir JV (q,a)\GL+(F ao ) 



7eZ r r N (q,ob 2 )\(r(a^ati 2 )nS+(f )) 



(36) J 2 =/ W«(g)( E *C'(7<?)W 

7z+r N (q,»)\GL+(^) V 7e ^rK(q,ab»)\r(.^«b») ) 

Calculons d'abord I\ : Par le lemme 2. on peut écrire, en se rappelant que 
l'ensemble d'indices n'est pas vide que si b est principal : 



o i y / 00 V V o 1 



X 



W£M*))W^(n(e[b] 2 x))dx 

r JV (q,a)\W(_F 00 ) 

cette dernière ligne étant obtenue avec les coordonnées d'Iwasawa. L'intégrale 
interne vaut : 



/ wg 



((o î)) W ~((o j)^ = vol(a\F co )l Q=£[b]2Q , 
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En l'insérant dans le calcul, et en utilisant la valeur explicite de , il vient : 
(37) 

/ 1 =voi(d\F 00 ) E ([^) fc/2 i a= e[^< I %*-ie-z™y- 2 ™'^y 

T(k - 1) 1 , N(b) 

Précisons que vol(a\Foo) désigne le volume de a\Foo pour la mesure de Lebcsguc 
de -Fqo = R d , a, plongé diagonalement, étant un réseau. 

Maintenant, I2 : 



JZ+r JV (q,a)\GL+(P' 00 ) , , 

7e2 r r JV ( C ,,at. 2 )\(r( a ^at. 2 )\B+( J F)) 

= / E WSMW^hg)dg 

•J Z \GL (F ) 

2 °° 7 eZ r r J v(q,ab 2 )\(r(a-»cit. 2 )\B + (F))/r 1 v(ci,a) 

E /. . W&Î9)w£( 7 g)dg 

7eZrr JV (q,ab 2 )\(r( a ^ob 2 )\B+(_F))/r N (q,a) 

après interversion de somme et intégrale, justifiée a posteriori par les calculs à 
venir. 

Prenons un système de représentants 7, et écrivons leur décomposition de Bru- 
hat : 



7 



a b \ _ f 1 a/c\ f 1 \ f c \ ( 1 d/c 

c cZ y V 1 J \ - 1 °/V° (ad-bc)^ 1 ) l 1 



légitime, car c ^ 0, par hypothèse sur l'ensemble d'indices. En notant ni (7), 
«2(7) les composantes unipotentes, u) pour l'élément de Weyl, et a 7 pour la 
composante centrale, on a donc : 

h = E / f"! ( 7 )a;a(7)n 2 (7)3) dg 

= X>£(n a ( 7 ))W£'(m(7)) / W^)W^La( 7 )g)dg 

avec WS(n a (7)) = ^oo(^), et W^(ni( 7 )) = ^oo(^)- On utilise alors la 
description explicite d'un ensemble de représentants donnée par le lemme 2 et 
cela donne : 

^2 = r E E KS(ea, a; a', ab 2 ; c, ab)x 

ceo- 1 b- 1 q\{o} eeC )^ + /0^ 2 
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où l'on a noté la somme de Kloosterman comme Venkatesh (voir section 2.2) : 
(38) KS{ea,a;a',ab 2 ;c,ab) = ^ exp ( 2i7rTr F/C j 

KG(b-Va(c)) x ^ 

Remarquer qu'il faut échanger les rôles de d et a pour appliquer le lemme 2 
de paramétrisation : comme a parcourt (b/ab 2 (c)) x , d décrit (b _1 /ct(c)) x . Le 
facteur ^ apparaît car l'ensemble d'indices ici n'est pas exactement l'ensemble 
des doubles classes étudié au lemme 2 : il y a un quotient supplémentaire par 
Zr, et une invariance par multiplication par —1. On a donc : 



:ax 



a x 



1 r d x y 
h = - 7 KS(ea, a; a', ab 2 ; c, ab) / 

2 ' /px+ y 



Wf 



cea _1 b _1 q\{0} 

£ eo£+/e>£ 2 



^(-ax)W«'(w 



c^" 1 



1 ce 
1 



y o 
o 1 



y o 
o 1 



dx 



\ ^ KS(ea 7 a;a',ab 2 ;c,ab) [ J^Lw^f ( » J 



cea- 1 b- 1 q\{0} 



N(a') 



1 ce 
1 



2? 
1 



L'intégrale interne est calculable grâce au lemme 7, et précisément, on 



dx. 



(39) 



avec 



1 x 
1 



^ 

ex 

1 



c/.c 




iV(«')-%( fe -l),^(a'.)(^)^'(( f ? 



(40) J^-d.v^c/oCz) - (2^) d (-l) fc / 2 7V(«')N| 1/ V fc _ 1 (4 7 r|«'|Vi). 
En conséquence, en se rappelant que a, a' sont totalement positifs : 

72 =2 2- ÎV(c) X JV(a') M) (2 " } ' 

ceo- 1 6- 1 i 1 \{0} w v ; 

d x y 



Jk- 



4-7T- 



eaa. 



f*+ y 



w a 



y o 
o 1 



w a ' 



23£ 

a' 

o 1 



1 A'g(ea,a; a',ab 2 ;c, ab) yjN{aa') 1)k /2 (2 

2 ^ iV(c) MaO 1 ' 1 ^ 



cea -1 b _1 q\{0} 



47T 



v 7 



a' 



h/2 



JV(a') 



) d x 



y o 
o 1 
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1 KS(ea,a; a',ab 2 ;c, ab) y/N(aa') fe/2 (2 )d 

2 ^ N(c) N(a') [ ' 1 ' 

cett- 1 B- 1 q\{0} W K 1 



( vW\ / a \fe/2 r(fc-l) 
J fc _i 4tt , , —7 x 



(47ra) 



fe-i 



soit, après simplification 



( 4i) 7 r(fc-i)(-p*/W , 

2(4 7 rVW) fc - 1 



E-ftTS'(ea, a;a',ab 2 ;c, ab) / ^eaa' 
ÏV(c) Jfc - X ^""ÉT 



• Calcul spectral : 

Soit {<p} une base orthonormée quelconque (finie) de S^. On supposera cette 
base adaptée à la décomposition (14), c'est-à-dire réunion de bases orthonormécs 
de chacune des composantes isotypiques de (14). On peut écrire : 



On a 



P a ,</>) = / P?{g)<i>{9)dg 

5 Ï JZ+GL 2 (F)\GL 2 (A F )/ifo(q) 



^ir (q,o)\GLj(F 00 ) 



id(a) 



P?(g)ï [g[ o î ' ' d9 



id(a) 



W«(g)ct>[g[ ^ 1 ))dg. 



Rappelons maintenant que 



id o a) °i))=M9)= e ; 

C>0 



.9 
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Il vient donc 



i F x + y W °°\\ 1 



1 x \ ( y 
1 M 1 



et\-Foa 

d x V 77 y Ô 



f*+ y 



o 1 



soit finalement 
(42) (P ( 

De la même manière, 



a k/2 " v~\ (4 7 r) fc - 1 00 W 1 



c(a,o,</>) , . . r(fe - 1) 

■«* = "T^r x vol(a ^ } x Ti^" 



/ ^ fa f id(b) • 

iz+GL 2 (F)\GL 2 (A F )/K (q) ^ \ V ld ( & ) 



<t>{g)dg 

= w*(b" 1 )/ PfMmdg 

JZ+GL 2 (F)\GL 2 (A F )/X (q) 

car on a choisi la base {</>} de telle sorte que l'action du centre soit un twist par 
un Grôssencharakter. Donc : 

-«W t t ëïMtU^ î))* 

c(a',ab 2 ,çi) 2 T(fc - 1) 

= ) x Q/fc /2-i X vol (ab 2 \F 0O ) x ( ^ )fc _/ 

ceci par les mêmes calculs que précédemment. 

• Bilan 

Avec les normalisations des mesures de Haar choisies (vol(A F /F) = I), on a 

vol(O i ,\ J F 00 ) = |0 F | 1/2 
et par conséquent, pour deux idéaux fractionnaires a et b : 

vol(o\F 00 ) = AT(a)|î)i,| 1 / 2 ,vol(a() 2 \F 00 ) = N(ab 2 )\d F I 1 / 2 . 
Pour (p G «S* et g G GL^i 7 ^), on écrit comme précédemment : 

a£a 1, S F 1 

Q>0 



<P 9 
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et posons pour alléger : 

(43) X(a,a,tp) = c(a,a,ip)N(aaD F ) 1/2 . 

Nous avons donc démontré : 

Proposition 8 (Formule de Petersson pour S^) Soit k <G 2N> 1 et {</>} 
une base orthonormée adaptée de . Soient a, b des idéaux fractionnaires de 
F et et Çl a~ 1 Qp 1 (respectivement a' S (ab 2 )~ 1 D F 1 ). On a alors la relation : 



—a'ab 



(-l) fc / 2 (27r) d x ^ KS(ea, a; a', ab 2 ; c, ab) T ( A VÏW 

2- wït^\ Jfc - 1 47r ^r~ 



2| 5f |i/2 ^ TV(cab) 



5.4 La formule de Petersson pour H,* 

On va pouvoir maintenant énoncer le résultat principal de cette partie, à 
savoir la formule de Petersson pour l'espace Wjj 1 . Pour cela, soit {(p} une base 
orthogonale de H*. Notons d'abord que : 



(45) |M|^ fc = / \<p(g)rdg 

'Z(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F )/if (q) 



1 r . , M2j „ i „ , l2 



= 7T / ^ d 9 = T+IMU- 

n F Jz+GL 2 (_F)\GL 2 (A F )/Ko(q) h F q 

Puis, {ip} est une base orthogonale de «S* [1] dans la décomposition (14). Soient 
maintenant n, m deux idéaux fractionnaires de F, et a € n -1 ®^ 1 (resp. j3 <E 
m^ 1 Dp 1 ). On veut calculer : 

E (A Mfe-lh, 11/211 112 A ( a ' n ' m ^ ¥>) 

^ (47r) fc x PiH 1/2 M fa* 

= h+ F E (4 , )fe -i ( |t F 7i/ 2 Vii^ A(a ' n ' ^ )A(/3 ' m '^- 

Or, en prenant {$} une base orthonormée de comme précédemment : 

(46) V -r: , 2 À(a,n,y)À(/?,m,y) 

„ ( 4?r ) M 7 \m\s* 



x+ E E (4^^11^11/2 a ( q ' n > <t>) x (^ m > </>)«>* 



(b) 



be«e+(F) * 



■j-ç E E f4 ^-i| 0p |i/2 A (^ n » A (^ m ^K( b )- 



b — mn 
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En effet, soit < ë'£ + (F)(2) le groupe des caractères \ de tels que x(o 2 ) = f , 

quel que soit a. Si {0} est une base orthonormée de S^, alors {4> ® %}, x fixé, 
en est une autre. Donc : 

p^ j 1 ) 

E _E E ( 47r )fc-i^ F |i/2 A K n ^ ® xW, ra,4> ® x)^x(b) 

b x6'«+CF')(2) * 

= EE (4 ^l-i7^|i/ a A(a,n,0)ÂÔW)^(&) E ^nm" 1 ) 

b * xe«5e+(-P)(2) 

= E E ( 47r 1 )i fc iT u 1 |i/2 A ( Q ' n ' 0)A(/3,m,0) W0 (b)l mn - le ^ +(F)2 x \<m{F){2)\ 

= \^hf)(2)\ y: E ct^W a ^ n ' vw^iï»*® 

b 4> 

= \<rniF)(2)\J2 E (J^iT/L ^- 0)A(/3',na2,0)^(aK(ba- 1 ) 
= |^CF)(2)| Ç ( Jj£^| 1/2 A(«, ^ 0)A(/3',na 2 ,0K(a) Ç ^(ba" 1 ) 
= E E. E ( 4 ^i-i| P ^i/2 A ( a ' n ' ^® x)A(/?,m, <& x)^8 X (b) 

b 2 =mn- 1 xG'i^+(F)(2) * 



£ i«np)(2)i E (47r ^-i|^|i/^ (°. * <« A ^ ™< 



b — mn _1 



(46) étant maintenant justifiée, on la réécrit, en notant [mn *b 2 ] un générateur 
totalement positif de cet idéal : 

Y(k 1) 

(47) E (47r)fe -l|^|V2|| y ||| ? A ^ n ^) A ^ ffl ^) 

= ^F ^E (4^x7^1/2 A ^ ^Âli^FW 0K(b) 

on applique maintenant la formule de Petersson pour 5^ , et il vient après 
réindexation (on remplace la somme sur b par une somme sur c = nb), qui 
donne : 

E (a \fc-iK 11/211 112 A(a, n, <p)\(P, m, ip) = l an= p m 
*-f (47r) fc ^Fr^Mli», 



(-l)fc/2 (27r) d A^( £ q,n;/3[mnc- 2 ],m; C ,c) / y/ëôg[g|] 

21^11/2/^ Ar( cc) l 4 ^ | C | 

c£c- 1 q\{0} 

et, en prenant la norme de H*, on a prouvé : 
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Théorème 6 (Formule de Petersson) Soit q un idéal quelconque de Of, 
k G 2N> 1 . Soit {(p} une base orthogonale de "hA, m,n des idéaux fractionnaires, 
a G n -1 ©^ 1 (respectivement (3 £ m^ 1 ®]? 1 ). Soient {A(Ç, a, <p)} les coefficients 
tels que pour tout g G GL^F^) : 

v (.(m 0\\ y, A(f,a,y) q ((£ 

- 1 /7\ 1 



Ç>0 



On a alors la relation : 



I A U-lh 11/211 112 A ( a ' V) A (A m ' = 1 "n=/3m 

C ^ X5(6a,n;/3[mnc~ 2 ],m;c, c) / y / i^« 7 {mnc~2j 
2^ — Jfc " 1 4?r w 



^fV' 2 f±_ N(cc) 

c — mn 

cec- 1 q\{0} 

(-l) fc / 2 (27r) d 

avec C = - — — — ■ 

Remarque 4 Dans la formule de Petersson, les sommes sur c et e sont des 
sommes finies, tenant compte du fait que le corps F n'a pas forcément un groupe 
des classes étroit trivial. Si cela est le cas, on retrouve alors le résultat de [Luol]. 



Remarque 5 On a travaillé par simplicité avec des formes de caractère central 
trivial. Il est clair cependant que l'on peut adapter les calculs précédents à 
des formes dont le caractère central est arithmétique, i.e. trivial sur les places 
infinies, comme l'a d'ailleurs fait [VI]. La formule est la même, à ceci près qu'il 
faut remplacer les sommes de Kloosterman « KS »par « KS X », sommes de 
Kloosterman twistées. 



6 Lien avec les fonctions L 

Nous allons ici expliquer comment utiliser la formule de Petersson quand 
on manipule des fonctions L. Ce qui est dit ici est bien connu, mais il est plus 
prudent de l'expliciter, compte tenu des maintes normalisations de la littérature. 
Soit 7r une représentation parabolique de GL2, sur F. On a vu, dans la section 
2, que 7r = ir v , et que dans chaque modèle de Whittaker local W(tt v , ip v ) , on 
peut trouver un unique élément spécial W® tel que 

L(s,k v ) = jf x W?((; î))l«r 1/2 rf x a 

à condition que ip v soit pris non ramifié. Or, travaillant avec l'analyse harmo- 
nique, on est conduit à choisir comme caractère additif global ip — tJjq o Tr^/q, 
qui est ramifié en les places divisant la différente. Cependant, avec ce choix, 
prenons W® l'unique élément spécial (i.e. invariant par Kg(q v )) tel que 
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où d v est déterminé comme suit : on écrit Dp — J| p p dp , et si v est la place finie 
correspondant à p, on pose d v = dp. Cet élément vérifie alors : 

et donc l'élément W* de W(tt, V), défini par W w = ® ((g) W°) = W°, <g> W° 
satisfait à : 

L* W "(( o î ))H'^ 1/2 rf x « = |5F| s - 1/2 i( s ^) 

et en notant A/ les adèles finis : 

L K (( o ? )) |arl/2dXa = i^r l/a ^.'/) 

en développant l'intégrale de gauche, et en écrivant 

L{s, 7r/) = £ A w (n)iV(n)- s 

hCOf 

on obtient la relation : 

(48) À7r(n)=iV(n)1 / 2w ,o^ici(n^) 0^ 

et par conséquent, si ip^ est l'élément spécial global de l'espace de w correspon- 
dant à W n , et a G n _1 : 

(49) A 7r (an) = A(a,nD F 1 ,<^ 7r ) 

On a vu en 4 le décomposition de H* à l'aide des 11^ . Dans le cas où q est 
un idéal maximal (cas dans lequel on se placera dans les sections ultérieures), 
on a donc la décomposition plus simple : 

K= © (^) Mo(q) 

«en* „en* F 

L'espace des formes anciennes peut être nul (sii ? = (Q,et/c<10 par exemple), 
mais si tv est non ramifiée, alors l'espace (tt, V v ) KooK °^ est de dimension deux. 

Dans ce qui va suivre, la contribution des formes anciennes est négligeable, 
et on a préféré indiquer dans un appendice pourquoi (il s'agit de trouver une 
base orthogonale « adaptée »des formes anciennes, et d'évaluer leur contri- 
bution) : la raison principale vient du fait que si ip est non ramifiée, alors 
Il Vil?/* = (^(l) + 1)1 M \n-/h i °t cc l a ia h baisser d'un facteur N(q) cette contri- 
bution. 

Venons-en maintenant à la formule de Petersson. D'abord, on normalise les 
sommes de Kloostcrman : 
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Définition 5 Soient m, n des idéaux fractionnaires de F, c tel que c 2 ~ mn, et 
a G n -1 , (3 G m -1 . On pose : 

(50) ÂJ?(a,n;/3,m;c, c) = KS(a, nS^ 1 ; /3[mnc~ 2 ], mX»^ 1 ; c, c) 
On a aZo?'s la borne de Weil : 

(51) |«(a,n;Am;c,c)| < F JV((a)n, (/3)m, (c)c) 1/2 r((c)c)iV(cc) 1/2 

Dans la définition, on a noté (a, b, c) le p.g.c.d. des idéaux a, b, c. La borne de 
Weil est énoncée dans [VI], section 2.6. 

On peut énoncer la forme « pratique »de la formule de Petersson : 
Définition 6 Soit {x^y^^nk une suite de nombres complexes. Soit oj^ le poids 

- r(fc - 1) 

{ } ^ ~ (^) k -i\M 1/2 \\^\\ 2 u k 

On note alors : 

h 

(53) ^2 x v := ^ u ^ x ^ 

wenj 7renj 

Proposition 9 Soit q un idéal quelconque de Of, k G 2N> 1 . Soient m,n des 
idéaux fractionnaires, a G n -1 (respectivement (3 G m^ 1 ). 

h 

(54) A 7r (an)A 7r (/3m) + (Formes Anciennes) — l Qn =/3m 



C >— ^ K£(ea, n; /?, m; c, c) / ^/£cc/3[r 



(Formes Anciennes) = V ^ fc _ lhl , 1/2 n ,, 2 A(a, nS)^ 1 , y)A(/3, mDp 1 , ip) 

parcourant une base orthogonale des formes anciennes, et 
(55) c= (=lgWl 

Remarque 6 Les coefficients A^n) sont réels, dans le cas étudié : c'est pour 
cela que la conjugaison complexe n'apparaît pas dans la partie des formes nou- 
velles. 

La formule de Petersson, ainsi qu'une étude des termes provenant des formes 
anciennes, permet de voir que : 



lim V 1 = 1. 
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Pour une suite {x v }, indexée par une base orthogonale de H^, on posera 



(4,t)*-i|î.,| 1/2 IMIh.' 



La formule de Petersson est valable pour un conducteur quelconque. Cepen- 
dant, on ne saura évaluer le terme venant des formes anciennes que dans le 
cas d'un idéal premier : cette difficulté est prévisible car la décomposition (18) 
dépend de la complexité arithmétique du conducteur. 



7 Le premier moment 

Dans cette partie, nous allons prouver l'estimation (2), rappelons la 

h 

Mi(q) := Y, A(l/2,7r)M(7r) 



Cf(2)r(f) 2iV(q)V4 

X 



P'(l) + 



(27r)tres s=1 (CF) Alog(iV(q))\ v \\og(N(q)) 
Rappelons d'abord que l'on prend pour amollisseur : 

M (m)P M^T^ ) 

JV(m)<M ^ v y v 7 

où M = N(q) A/2 , A e]0, 1[, P est un polynôme tel que P(0) = P'(0) = 0. 

La représentation 7r parcourt l'ensemble des formes modulaires de Hilbert de 
poids fc, de conducteur l'idéal premier q, et de caractère central trivial. Il s'agit 
donc d'obtenir une asymptotique quand iV(q) tend vers l'infini, avec A fixe. 

Nous supposerons également dans cette partie et la suivante que M n'est 
pas un entier : cette hypothèse, non restrictive, permet d'utiliser une écriture 
intégrale de P. En effet, Kowalski, Michel et VanderKam [KMV] associent à 

P(X) = J2^kX k 

k 

la fraction rationnelle 

Pm(X) = J2a k k\(Xlog(M))- k 

k 

de telle sorte que pour M non entier, et P s'annulant en : 

/ logÇM/iV(m)U 1 f M s ds 

(56) P { log(M) ) lN ^< M = 2^ NW° M{ ) ~- 

Rappelons (voir (21)) que A(l/2,7r) est donné par : 

A(l/2,.) = (l + £7r )7V(q) 1 /4 -±ff=F(N(n)/N(q)^) 
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avec : 

et la valeur explicite du signe de l'équation fonctionnelle : 
(57) e„ = -z fc 7V(q) 1 / 2 A T (q). 

Afin de gagner en lisibilité, nous userons de la notation condensée suivante 

„ F(N(n)/N(qy/i) 



(58) 

(59) P, 



M(m)P ' 



log(M/jV(m)) 
log(M) 



7/;(m)A^(m) 1 /2 
On considère donc 

h 

Mi(q)= ]T A(l/2,7r)M(7r). 

En développant l'expression de M(7r), on voit que Mi(q) est donnée par : 

h 

M 1 (q)=iV(q) 1 / 4 ]T ]T E (l-A r (q) 1/2 A.(q))A„(n)A 7r (m) 

iiCOf JV(m)<M Trenj 1 

/l 

-A^(q) 1 / 4 Y, F « P ™ E M«)Mm) 

W(m)<M q 

/l 

-A^(q) 3 / 4 ^ F n P m ]T A 7r (nq)A w (m)=^ + B. 

7V(m)<A/ q 

Pour utiliser la formule de Petcrsson. on choisit un système de représentants de 
fé? + (F), comme à la section 2, noté {â} (resp. {b}). On effectue donc le chan- 
gement de variables n = va, m = £b, et v (resp. £) parcourt (a^ 1 )-^ mod O f + 
(resp. (b" 1 )» mod Op + ) : 

h 

(60) A = iV(q) 1 / 4 ^ Y. E F ™ p Sb E M^A^b) 

s,S i/e(a- 1 )»°/o|; + ce(b- 1 )»°/o^ + ^en* 

Ar(ï)<MiV(b) _1 



(61) 

B = -iV(q) 3 / 4 ^ ^ ^ F va P €6 ^ A^aq^b). 

ô,b i/e(a- 1 )>°/o£ + £e(b -1 ) >o /0| + ^enï 

JV({)<MAT(fa)" 1 
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On peut maintenant appliquer la formule de Petersson (proposition 9) : 
(62) A = N(q)^J2 E E F »* P & X 

5,6 i/6(o-i)»°/0*+ Çe(d- 1 ) >>0 /C>|; + 
Ar(f)<MJV(b) _1 

w+ fM^ ^ îvm l H J 

v c =ab V ' 

+ (Formes Anciennes) j> 



(63) B = -iV(q) 3 / 4 £ Y, E F - P ^X 

s,6 ! /e(o- 1 ) ; » /e>| + £e(6 _1 ) >0 /©£ + 

7V(Ç)<A/7V(b)" 1 



C v-^ /d(£^,aq;^,b;c,c) / V £ ^H fac 2 ] 
i, ,= £ b + ïï -n T75 2^ Kfra Jfc " 1 4?r M 



|0 F |V2 7V( CC ) 
c"=ab 



(Formes Anciennes) > . 



On revient à Mi(q) = A + B en regroupant les termes diagonaux, ceux en 
sommes de Kloosterman, et ceux venant des formes anciennes. On écrit donc : 

Mi(q) - Mf ia9 (q) + Mf io0frt (q) + Mi(q, Formes Anciennes). 

La démarche sera donc la suivante : on étudie le terme diagonal, et en donne 
une asymptotique qui est celle de (2) ; on montre que le terme venant des sommes 
de Kloosterman est négligeable. Enfin, il faut estimer Mi(q, Formes Anciennes) : 
ce sera expliqué dans l'appendice. 

• Le terme diagonal 

En appliquant la formule de Petersson à Mi(q), les termes diagonaux ont la 
forme : l va =Çb et l„ q=£b- Le dernier est nul, car N(Çb) < M < N(q) 1 / 2 . Il n'y 
a donc qu'une diagonale, et l'on peut réindexer avec des sommes d'idéaux, en 
posant m = va = £b : 



M? ° s (q) - A^(q) 1/4 ]T 



f,( m )F(N(m)/N( q )^)p(^W^)l 



N(m)<M rv ' v ' 

W JL m wM^ N{ "> ' M L (■ + ï «tt 

en utilisant les expressions intégrales de P et F données précédemment. 

Il faut noter que la série 1 1— > ^ m ^,( m )jv(™) 1 + t + s se prolonge analytiquement au 
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voisinage de $t(t + s) = 0. En effet, pour 9?(i + s) > 0, on a 

\-(l+t+a) 



e #^4^ = n (i - ) = + * + -r 1 x 

1 + JV(p) -1 -iV(p)~ (1+t+s) 



mCO F 



n 71 



(1 + W(p)- 1 )(l - Af(p)-( 1 + t + s )) 

et un développement limité assure que le produit de droite converge pour 5R(s + 
t) > — 1. Notons Di(s,t) ce prolongement holomorphe. 

Pour aller plus loin, nous devons effectuer des changements de droite d'intégration : 
Kowalski, Michel et VamderKam ont exploité cette technique avec beaucoup 
d'efficacité dans [KMV]. Le lecteur est invité en cas de besoin à se référer à la 
section 2.5 où en est rappelé le principe. 

On change d'abord de droite d'intégration en s, ce qui donne : 



2i7T 



iV(q)1/4 ^ res s=0 (V(q) s / 2 L [s + \,^ D x {s, t)*" 1 ) M 4 P M (t) j 



Le second terme est en O (iV(q) 1 / 4 pour un 5 > 0, puisque 
N(q) i~ . On continue avec le premier : 



2l7T J {1) t 

De la même manière on change de ligne d'intégration en t. On écrit donc : 
Mf as (q) = Niqf'^L Q,^) rcs t=0 ^i(0, t)M *^7(i)* _1 ) 



2in -/(-i/4) t 



Là encore, le terme intégral est un 0{N{q) 1 ^ s ) ; il faut évaluer le résidu. Pour 
cela, on développe en série entière M*, Pm(£), et on remarque que : 



(F(2)t 

, VM^m)^* ^ ' 11 Vl + ^V(P)-V ~° res t=1 (CF)' 
Ceci montre que l'on peut écrire : 

£>i(0,t) = J2 a ^- 

e>i 

La contribution d'un facteur l > 1 au résidu est de la forme : 
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ainsi, seul le premier terme {1 = 1) contribue. On fait le calcul, et on trouve 
(64) M *° g(q )- ^> 1/4 Mà.*°°KH2) £ log(M)* a 3 jl 



resi(Cf) fe _^_ 1 fc! log(M)J 

©(iV(q) 1 / 4 / log(A/) 2 ) + CWq) 1 / 4 - 5 ) 

) C (2) , , ( 

resi(CF)log(M) V v 



• Le terme en sommes de Kloosterman 

Nous allons montrer que la contribution des termes venant des sommes de Kloos- 
terman est négligeable devant le terme diagonal. On posera donc : 



M^ st (q) = N(q)^ 4 x 



N(va) 1 / 2 rl>(Çb)N(£by/ 

JV(Ç)<A/7V(b) _1 



X 



C_ \- K£{ev,a;Ç,b;c,c) y/e^abc- 2 ] 
1/2 N ( rc \ Jk ~ 1 47F 1^1 



|5 F |V2 ^ 7V(cc) 

c =ab 

cec- 1 q\{0} 



+7V(q)/ ^F a 4_ — *w — Jfc -M 47r — g — 

c =aqb \ > 

et on va montrer que M^° 6 ost (q) -c N(q) 1 / 4 ^ 71 , avec 77 > 0. Ceci montrera bien 
que 

M i<ioost^ = Y^M^°° st {q) < TV(q) 1 / 4 -". 
a,b 

De plus, les quelques sommes d'ensembles d'indices finis ne contribuant pas, on 
fixe un représentant c tel que c 2 ~ ab et on se ramène à l'étude de : 



Err{q) = iV(q) 1/4 x 

F(N(va)/N(q)V*) 



E E 



v€(a^)»yox+!ï&(b- 1 )» /O*+ y J rvs, , vs y 

JV(Ç)<A/7V(b) _1 



X 



C ^ KHy, a;Ç,b;c, c) / y^îî^ 



N W T^TJ E ^ J *-i 4 - 

1 * 1 cec-iq\{0} W \ 11 
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Pour majorer ce terme d'erreur, on écrit d'abord : 
Err{q) = N(q) 1/4 x 

^ Z^ N(va) 1 / 2 M£,b)N{iby/ 2 



G v-^ «(^,o;^,b;c77 1 ,c) / ^/v>Ç[abc- 2 ]r) 
Z. Z. ÂFTTi A-i 4tt 



|D F |V2 ^ ^ x JV(c) 

cec-iq\{o}/o^+7,eO|+ 



CJV(q)Va jCj?( £I /,aq;e,b;c77,c) / ^[abc' 2 ]^ 
Z. ÂFÎVi Jfe " 1 4 ^ w 



1 " cG c- 1 q\{0}/Oj+ 



On choisit les représentants c G q/Op + , v G a y0£ + et ( £ b V^f 
satisfaisant au lemmc 1 de la section 2.1. Concrètement, on peut supposer que 
N(c) x l d <C c* 3 ' <C N[c) 1 l d pour tout j, ainsi que pour v et £. 
On note aussi que l'on a l'estimation pour tout Ej > : 

(65) Jfc 3 -i(^) N 1 ^ 

et l'on insère cette représentation dans l'expression de Err(q), en choisissant 
pour chaque r] G + : £j = si \rj^ \ < 1, et e^- = 5 (5 > 0) si > 1. Ce 

choix est fait, car on va utiliser le fait suivant, prouvé dans [Luol] page 136 : 



(66) I 7 ? ' 1 



,,Ci)|-* 

En utilisant la borne de Weil pour les sommes de Kloosterman, il vient donc : 



Err{q) < 5 N(q)^ 4 x 

E E 

.G(a- 1 )»VO|; + Çe(b- 1 ) >>0 /O^ + 
W({)<MAT(b) _1 



\F(N(va)/N(q) 4 / 2 )\ 



JV(i/)*/ 2 



(A//JV(gb)) \ 

W) ) 



E 



'ceq\{0}/C>> 



iV(i/a,£b,cc) 
N(c) 3 / 2 - s 



1/2 



iV(q)^ ^ 

cGq\{0}/O* + 



*p{£,b)N(Ç) s / 2 
A^qq^b.cc) 1 / 2 ' 

7V( c )3/2-<5 



Af({)<A/AT(b) 



|F(iy(^q)/JV(q)V 2 )| 
JV(i/)*/ a 



(M/iV(g6)) \ 
g(^) J 



^0£b)iV(O 4/2 



v JV^q^b.c) 1 / 2 1/2 v jV(^qq,gb,c 

Zw iVfc) 3 / 2 -" 5 W ^ iVfc) 3 / 2 -" 5 

cCq v ' cCq v ' 



1/2- 
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Or (cf. Kowalski, thèse, lemme 9) 



1 ' ^ TV(c) 3 / 2 - 5 ~ N(q) 3 / 2 ~ s 2-< N(a) 3 / 2 - s 

cCq v ' aCO F 

N( m ,n,qy/ 2 v N(*y/ 2 N(m,n, q y/\ s 
N(q)^- S N(d )3/2S^ s Ar( q )3/2-5 "K",™)- 

Cette dernière estimation donne : 

anoom*» £ E |F ' JV|ra)/Jv i ,) ' /2)l > 



N(v) s / 2 



log(A/) 



N(£)<MN(b)~ 1 



7V(q)3/2-<5 jv(q) 



^(^b)iV(0 5/2 
On a par hypothèse iV(£b) < M donc 

N,£,q) = 0,£,q) = o F . 

Un changement de droite d'intégration dans l'écriture de F montre que : 

F {y) < 1 si y < 1 
F(y) < A JT^ 4 si y > 1. 

Ceci donne : 

ArfrtU/2+5/4 7i,/-l+5/2 

23rr(q) «5 ^(q) 1/4 * * (q) ^ (q)1 _ A / «, W x iV(q)^+ 2 * 

et A étant fixé dans ]0, 1[, cela termine la preuve de l'estimation asymptotique 
du premier moment. 



8 Le deuxième moment 

Cette partie est analogue à la précédente, et procédera de la même façon, 
afin de prouver (3) : 

M 2 (q) := J2 A(l/2,7r) 2 M(7r) 2 

0(2) 2 r(§) 2 witf/* (\\n\Uo.i) ,P'd) 2 lo 



(27r)feres s=1 (CF) 2 log(iV(q)) 2 ^ A3 A 2 \\og(N(q)) 

On cherche donc un équivalent de l'expression : 

h 

M 2 (q)= ]T A(l/2 )7 r) 2 M(7r) 2 
Trenj 
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avec (voir (23)) 



A( 7 r,l/2) 2 = 27V(q) 1 /2 £ ^L r(n)G(iV (n)/iV(q)) 



OU 



G(ri = iL s ~' d,,(1+2s K s+ H * 

En développant, on arrive à : 
(68) 

I \r> ( log(M/AT(mi)) 



«(„)>/* «m.Wm,)'/» 

JV(m 2 )<M 



^ A 7r (n)A 7r (mi)A 7r (m 2 ). 



^(m 2 )iV(m 2 )V2 

La formule de Petersson donne une expression pour les formes bilinéaires en 
les coefficients des fonctions L. Pour l'appliquer, il faut transformer la forme 
trilincairc ci-dessus, ce qui se fait en utilisant les propriétés multiplicatives de 
ces coefficients : 

A 7r (mi)A 7r (m 2 ) = ^ A 7r (mim 2 _2 )x q (c)) 

0|(mi,m2) 

avec Xq(û) = si q|D, 1 sinon. Soit, après un changement de variables (mi *— 
mic) -1 ,m 2 <— m 2 _1 ) en notant qu'ici x q (ï)) = 1 (car N(D) < M < N(q)) : 

m ^.«(^1 E E ^B w - 

nCO F 7V(0)<M A'(m 1 )<A//A r (D) V ' 

2V(m 2 )<M/JV(B) 

„^ mi 1 P / log(M/y(Bmi)) \ )p/ log(j\//jV(Dm 2 )) \ ft 

Pareillement à la précédente section, on pose n = z^a, mi = Çibi,m 2 = £ 2 b 2 : 
a, bi, b 2 parcourent un ensemble de représentants du groupe restreint C é'(. + {F) 1 
v parcourt (cT 1 )» mod O f + , Çj décrit (b" 1 ) 3 * mod Op + et on applique la 
formule de Petersson. 

Il s'ensuit un terme diagonal, qui est dominant ; un terme en sommes de Kloos- 

terman, qui est négligeable ; un terme en les formes anciennes, qui l'est aussi 

comme on le verra dans l'appendice. 

Nous montrerons donc ici les deux premiers points. 

On aura recours à la notation : 

(m , r _ G(N(n)/N(q)) T (n) 

(70) Gn - nW 2 



M (m)P 

(71) P m := 



log(A//jV(m)) 
log(M) 



■4>(m)N(my/ 2 
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• Le terme diagonal 

Le terme diagonal s'écrit : 

(72) M* taB (q)=2N(q) 1 ' 3 £ £ £ ^ 

ô,bi,b _ 2 iV(3)<M , ye ( a -i)»o/ x + 

^ ^itiiO-Pç 2 b 2 D X l^o=CiÇ 2 bib 2 - 

Ç 1 6(br 1 ) >> 70]J + C26(b 2 - 1 )» /0^ + 
JV(€ibi)<M/JV(0) JV(Ç 2 b 2 )<M/iV(S) 

On peut donc reparamétrer ces sommes par les idéaux mi = £ibi,rri2 = ce 
qui donne : 

(73) 

Mf^(q) = 27V (q )i/2 ^ ^ £ G mim . 2 P mid P m2d 

N(0)<M N(mi)<M/N(p) N(m 2 )<M/N(î>) 

et donc, avec les expressions intégrales des fonctions G et P rappelées précédemment : 
(74) Mf os (q) = ^Ç! fff M^PTi^Ki^x 

( 2wr ) 3 

JV(q)'C<?>(l + 2 a )L ( s +I^J 2 I? 2 ( Ml ,* 2 )^^ 
\ ^ / s ti t 2 

où l'on a posé pour s,ti,t 2 de parties réelles positives 

/x(mi5)/x(tti2Î>)r(mim2) 



D 2 {s,h,t 2 ) = 



i2 V(miî))V'(TO2Îi)iV(î)) 1 +*i+*=iV(mi) 1 + s + tl iV(m2) 1 + s +* 2 ' 
Pour simplifier l'exposition qui suit, résumons ici quelques faits à propos de D 2 : 

Lemme 3 On a le développement eulérien, convergent pour ■ ïft (ii+É2) > 0, 9?(s+ 
ti) > 0,n(s + t 2 ) > : 

D 2 (s,t u t 2 ) = 

-pj-/ A^(p)-(i+*i+*2) 27V(p)-( 1+s +* 1 ) 2iV(p)-( 1+s+t2 ) 3iv(p)-(2+2.s+t 1 +t 2 ) 
11 1 1+ (l + iV(p)"i) 2 ÎTa^pP l + iV(p)- 1 + (l + iV^)- 1 ) 2 

De plus, on peut écrire : 

Cf(i + s + fi)2ç F (i + s + t 2 y 

où r] est homolomorphe sur (au moins) {$t(ti-\-t 2 ) > — 1/2, 3î(s+ti) > — 1/2, 3î(s+ 
£2) > — 1/2}, ei verai en zéro : 

(76) ?/(0,0,0) -Cf(2) 2 . 

La preuve est un calcul facile. L'expression de D 2 permet de voir qu'elle est pro- 
longcablc méromorphiquement sur un voisinage de zéro, ce qui permettra d'effec- 
tuer des changements de ligne d'intégration comme dans la section précédente. 
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C'est dans le calcul explicite de ?y(0,0,0), nécessaire pour un équivalent expli- 
cite du second moment, que l'introduction du terme ip(, m ) dans la définition de 
l'amollisseur est important, car il permet d'achever les calculs. Pour le vérifier, 
on regarde le facteur en p du développement eulérien de rj, en prenant s = t\ = 
t 2 = 0: 



iV(p)- 1 2N(p)- 1 2N(p)- 1 37V(p)" 



(f + iVtp)- 1 ) 2 1 + Nip)- 1 l + Nip)- 1 (1 + N{p)- 1 )^ 

= l-N(p)-i 1 N(p)-*)-i 

(l-iV(p)- 1 ) 4 (l+iV(p)-i) 2 (l-2V(p)-i)3 1 {P) > ■ 

En faisant le produit sur tous les idéaux premiers p, on trouve bien 77(0, 0, 0) = 
Cf(2) 2 . ■ 

Revenant au second moment amolli, on change de droite d'intégration en s 
de (i) à (~l+ô) : 

(77) Mt 9 (q) = II M^Kiit^Ki^x 



2iV(q) 1 / 2 fff A / rti+t2p^u\p^u\ATfn\sA<i) 



M^Pm^Pm^N \<\) s Ç$>{1 + 2s)x 

(2z^)3 JJJ { _i +sU¥m 

T ( 1 A 2 1 \ds dt\ dt 2 

L S+-,7Too D 2 {s,ti,t2) — — 

\ 2 / s ti t 2 

6 étant choisi tel que < S < , auquel cas on a : 

(78) Mf Q9 (q) = 2 ^ (q)1 2 /2 1 1 M'^P^P^X 
(2ztt) 2 



res. 



=0 (s-'N(qy&\l + 2s)L (s + 5, D 2 (s, tuh))^^ 

+ 0{N{q) 1 ' 2 - 5 ') 

avec 5' = — S > 0, noté 5 dans la suite. 

Il faut donc calculer le terme constant du développement en série entière (en 
s) de N(q) s Çp\l + 2s)L (s + |, 71-00) 2 D 2 (s, ti,t 2 ) ; en fait, on voit que ce terme 
s'écrit : 

reSl( 2 C ^ ) log(iV(q))J> 2 (0,t 1 ,t 2 )X Q.TToo) +re Sl (4 q) )£ Q,tt 

- J r 2 (0,t 1 ,t a ) + ... 
os 

où les autres termes n'ont pas de contribution au terme principal. On a donc : 
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(79) Mt 9 (ti = 2 4^[[ ^M^K^Kdh)* 



(0,^,^+0(^)1/2-5). 



f) log(iV(q))L('i,7r 00 ") D a (0, h, t 2 ) + ie Sl (Ç F )L ( 1 tt^ x 

On peut donc écrire : 

Mf ° 9 (q) = M 21 (q) + M 22 (q) + ©(^(q) 1 / 2 " 5 ) 

avec : 

M tl+t2 P~fj(ti )Ki(t2)D 2 (0, ti, t 3 ) 
(*).(*) 41 * 2 

(81) M 22( q)= 2 ^ 1/2 ^y^^ 2 x 

M^^to^^o,^*)^. 

(è).(è) 9s t2 

En déplaçant les lignes d'intégration, on trouve donc (5 désigne un réel positif) 



(82) M 2 x(q) - iV(q) 1 / 2 log(7V(q))resi(CF)i (s + ^,ir c 



2 



res (*i,t 2 )=(0,0) 1*1 

1 t 2 1 M tl+t2 Ki{ti)Ki(t2)D 2 (0, ti, ta)) + G(^(q) 1/2 -' 5 ) 



et 

2 



(83) M 22 (q) = 27V(q) 1 / 2 res^F^ Q,tt 

res (tl ,t 2 ) = (o,o) (V*2 1 M* 1+ ^(ti)^(*a)^(0,ti,t a )) + 0(N(q)^ 2 - 5 ). 

En se référant au lemme précédent, on note que dans le terme ^ a (0, ti, t 2 ), 

seul CF(l + ti + t 2 )?7(0,ti,t 2 )^(CF(l + s + ti)- 2 CF(l + s + t2) _2 )U=o produit un 
terme principal pour M 22 (q). De plus, il est facile de voir que pour trouver les 
termes principaux de M 21 (q) et M 22 (q) on peut remplacer toutes les expressions 
en £f(1 + x) par res((F)^ _1 : les autres termes du développement de £f ont une 
contribution inférieure d'une puissance en log(M) : 

M 2 i(q) -iV(q) 1 / 2 log(7V(q))res 1 (CF)- 2 i Q' 7 ^) x 
{res (tljt2)=(0 ,o) (^M^Kdt^Ki^MO^iO)^^ + 0(log(M )" 4 )} 



0(N(q) 1/2 
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et 

2 



M 22 (q) = 2iV(q) 1 / 2 resi(CfO~ a £ (\^oo) 

{res (tlita)=(0l o) (M tl+ta JV(i 1 )^(t 3 )»?(0,0 > 0)) + 0(log(M)" 3 )} 

+ 0(7V(q) 1/2 ^). 

Enfin : 



res (tl , t2 )=(o,o) [M^Pu^PMih)^^ 

,{M t2 P^(t 2 )res tl=0 f M^P^{tx) — t ±- J - 
l V J- + ti/*L, 

2=0 \ M* 2 P^ 2 )rcs tl=0 M t ip M {t 1 )J2(-t2)~ k tï 



= res t2=0 
= res t2 . 



£ l„g(M)<-*'-»(-l)' 2 ^ 

É+fc+l-j=-l r-s=fe-l 
en notant alors P^™' la n-ième dérivée de P, et 

(n) p(V\ = a ' n+k vn+k 

v ' ^ (n + k)(n + k-l)...(k + l) 
on a alors, en se référant à l'appendice de [KMV] où ces résidus sont calculés : 

(84) res (tl , t2)=(0 ,o) (M* 1+ta ^(ti)^(*a)^^J 

= log(A/)- 3 ^(-l) fe p( fc+2 )(l) (fe " 1) P(l) = log(M)" 3 f P"{t) 2 dt. 
k>o J ° 

On trouve plus facilement : 

(85) res(t ll t 3 )=(o,o) (m^Ki^pTi^)) = log(A/)- 2 P'(l) 2 
ce qui, tout compte fait, donne : 

(86) Aff^q) = 87V(q) 1 / 2 tes^F^L tt^ Cf(2) 2 x 

|log(œ) log(M) -s ^ p „ ( ^ + MMrl P > (lf + OOog^q))-»)} 

+ 0(iV(q) 1 / 2 - i ) 

qui est bien le terme annoncé dans (2). 
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• Le terme de Kloosterman 

Comme dans la section 7, on peut écrire la contribution des termes en sommes 
de Kloosterman du deuxième moment sous la forme : 

(87) Mf* oost (q)= J2 M 2mM) 



où a, bi,&2 désignent une famille de représentants de ^ + {F) telle que celle 
choisie en section 2, et avec : 



m?Xm^) = 2N ^) 1/2 E g - x 

v£( a - 1 )»«/0* + 

^(0)<A/ç l6 ([,- 1 )» /0^ + Ç 2 6([> 2 " 1 ) >>0 /0^ + 
JV(£ibi)<M/AT(î>) Ar(Ç 2 b 2 )<M/AT(t>) 



/CZ(ei;, a;Çi£ 2 ,bib 2 ;c,c) / Veï^^[ÔM^c 2 ] 

îvp Jfc " 1 4 " jïj 



c =abib 2 

£ eo*+/e>£ 2 



Fixons donc a, bi, b2 et c tel que c 2 ~ abib2- La somme finie en s n'a pas 
d'incidence analytique ; on doit donc traiter : 

(89) Ern(q) = N( q y/ 2 ]T G va x 

^e(a- 1 )»°/o^+ 

w(o)<^Cie(b 1 : 1 ) >>0 /o|; + Ç2e(b 2 1 )» /ci^ + 

JV(Çibi)<M/iV(0) JV(£ 2 b 2 )<M/AT(î>) 



/d(^,a;Çi6,bib2;c, c) / v^i^ab^c" 2 ] \ 

Bien entendu, on supposera que le système v, £1,^2 satisfait au lemme 1, et on 
utilisera aussi (66) dans les mêmes circonstances. 

Dans un premier temps, on réduit la somme en 1/, grâce à l'estimation sui- 
vante, qui se prouve comme dans [Val], lemme 2.3 : 

(90) G(y) « cxp(-Cy/ 2d ) 

pour y > 1, et C > une constante. 

On a alors, en utilisant la borne de Weil pour les sommes de Kloosterman, 
comme le fait [Va2] dans le lemme 3.2 : 
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(91) N{q) ^ 2^2^ NtvYT* p W p &b2*x 



^ W) fe_l w 

< e exp(-CW(q) e ) 

pour tout e > fixé, ce qui réduit l'étude à : 
(92) 

JV(i/)Va 



Af(i/o)<Af(q) 1 + e £i,£a 



^ îv(c) Jfc - X 1 4?r H 

veo* + cee- 1 <]\{o}/o* + V 

Pour étudier cette somme, on utilise l'expression intégrale suivante : 



(93) J k -x(x)= [ } 2 l N (^) rfs 

7 (<T) r(^±±^ + 



fcj-l-Sj 

2 y /i,-\ s j 



If / / z \ ^ ] & 3 



où l'on choisit <jj = 1 si |j7j| < 1 et <7j = 1 + 5 sinon, avec S > , de sorte que la 
somme sur ?y soit convergente (toujours grâce à [Luol], page 136). Cela donne : 



(94) Err 2 (q) = N(q)^ }Z I 



k — l — s 



47r[at>ib2C 



-21 \ 3 



E G -^ s/2 E E E ^m^m^î2) s/2 

I /e(a- 1 )»°/o|+ w(s)<Mç ie(t , i -i ) »«/oJ+ç 2 e([ J - 1 )» /o|; + 

7V( I y)<JV(q) 1+E W(Çibi)<A//JV(D) Ar(Ç 2 b 2 )<M/JV(S) 

Jû?(i/, a; £i£ 2 , M2; c, c) cte 



E 



N(c)c*/ 2 s ' 

Considérons l'expression interne, formée par les sommes en £>, v, £1, c. En 
ouvrant les sommes de Kloosterman, elle s'écrit : 



R ^= E ^7 E E E G 

- -1> ~^>n , y J_ V / 



ÎjeCb^ 1 )» /©^ 

JV(Çibi)<M/JV(0) 
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Posons momentanément : 



X va = CalWVoo (^) 



Y, 



61,62,5 



x[ab!b 2 c 2 ]ÊiÊ2 



L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée à la somme en x donne : 



m< E E 

N(e)<M cec -i q \{ }/Ol 

( 



N(c)\c\*(* 



1/2 



E 



E x» 



i6(»s; 1 c- 1 /oî); 1 c)> ! L'e(a _1 ) >0 /o£ + 

Af( ! y)<AT(q) 1 + e 



/ 



1/2 



E 



E 



Yt 



îi, Ê2, 61,62, s 



\ JV(Çibi)<M/AT(a) 



/ 



On fait maintenant usage du grand crible additif suivant (cf. [IK], p. 178, (7.30) 
ou [Gai]) : 



(95) 



E |E 



d.n 



<$:(N(c) + x d ) ]T |îfe 



L'hypothèse faite sur les choix de v, ^1,^2 (à savoir que leurs composantes sont 
bornées par la norme, selon le lemme 1 de la section 2.1 ) permet de l'appliquer 
ici et donne, en se souvenant que a, b±, b 2 , c ont été fixés au début : 



E 



E x v 



a;e(aS- 1 c- 1 /aSp 1 c) x ve(«r 1 ) >o /0£ + 
N{u)<N(q) 1+ ' 



(N(c) + N(q) 1+ t) Yl |G, a ^ (s) | 2 

JV(iy)<7V(q) 1 + £ 



E 



E 



Çi, {2,61,62,0 



6 J )<-A//A r fD) 
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En remplaçant G va et P^tj P& r leur valeur, il vient : 
(96) 

R(s)< N ^ Y, (n(c)c^ s A 1 (N(c)+N(q) 1+e )^x 

N(V)<M ce c -iq\{0}/e>* + 

1 

/ \ 

IGiNW/NicOtfrivaflvfM- 1 

„e(a- 1 )>°/0£ + 
\ W(^)<^(q) 1+e / 



1 T(^^)P{ ^^^^ P{ ^^^^ ^ 

&6(b7 ^o /0 x + ^(^ib 1 )V(fb 2 6) 2 l66l 

Vjvfeb 3 )<M/JV(a) 

«, ^ (iV( C ) C !R ( s )) _1 (iV( C )+7V(q) 1+£ ) 1 / 2 7V(q)( 1 + £ H 1+d5 )/ 2 x 
ce(1 \{o}/o^+ 

I AT( C ) + f^r) J M « iY(q)-!- 5 iV(q)(i/2+e/2)(i+^) ^ (q) ±{i+d6) 

<^N(q)- a 

pour un a > dépendant de A, e, S, dès que e, 6 sont choisis assez petits. Cette 
dernière inégalité implique que : 

(97) J Brr 2 (q)<iV(q) 1 / 2 - Q 

et achève donc cette section. 

9 Conclusion 

9.1 Fin de la preuve du théorème 3 

Les estimations (2) et (3) étant maintenant prouvées, on a donc, comme dit 
en introduction : 

h AP'(1) 2 

et ce pour tous A e]0, 1[ tel que iV(q) A / 2 ^ N et P polynôme d'ordre au moins 
deux en zéro. Ceci entraîne : 

h 1 
(99) hminf ^ lA(i/a,ir)#o > sup — n P „ (t) 2 dt 

N{q)^oo ^ p 9(14- J ° { ' 

p(o)=p'(o)=o z V P'(i) 2 
or, d'après l'inégalité de Cauchy Schwarz : 

P"(t)dt] < f P"(tfdt 



p ' m ' 2 - CC 
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avec égalité si et seulement si P" est constante. Ceci donne donc l'inégalité 

h 1 
(100) liminf ^ > t 



2 



obtenue pour le polynôme optimal P(X) = X 



9.2 L'inégalité de grand crible 

Venons-en maintenant au grand crible, dont la preuve suit le même modèle 
que ce qui précède. Soit x = {x n } une suite de nombres complexes, X un réel 
positif, et q un idéal quelconque. On écrit, par positivité : 

(101) ^2 X w (n)x n <5Z X(v,a,tp)x va 

Trenï n<X ip a 

^(a*)» /O* + 
N(va)<X 

h 

^2 °' ^) A (^' b ' l f) x ^,^b 

iy.fi 

ip parcourant une base orthogonale de TvZ. Comme précédemment, {a, b} désignent 
une famille de représentants du groupe des classes étroit et on a posé n = 
va, m = fib, v et /i satisfaisant au lemme 1. On applique la formule de Petersson 
(théorème 6) : 

^2 | ^( n ) Xn — ^2 • T n- T mln=m + TT — n~/2 X 

we nj n<X N(n)<X ' F ' 

N(m)<X 



«(;/, a; ^, b; c, c) / ^/e^abc : ] \ 

L 2. 2. jffâ J k-i[^ ^ 

N(va),N{fj,b)<X 

Le premier terme est exactement H^xlll- On effectue le calcul du second terme 
pour chaque valeur de o, b, c car il n'y en a qu'un nombre fini. D'autre part, les 
difficultés étant similaires à celles rencontrées lors de l'estimation du deuxième 
moment, on supposera que a = b = c = Of pour simplifier les notations. On 
traite donc : 



veof°/o*+^of°/o*+cec\\{n} w v 117 

N{v)<X N(ii)<X 



Xl/X^ 



(47r) s r 



fe-i- 



y y I y s/2 ds 

^ /«(.)=. \c V \sr (M*tlS % N(c) 



ceq\{o}/oï+ v eo* + i^'/i * i — â — I 
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en choisissant <x comme lors de (93), de sorte que la somme en rj soit convergente, 
et on ouvre les sommes de Kloosterman (la démarche est la même que celle qui 
nous a permis de traiter le terme de Kloosterman du deuxième moment) : 



\K(X)\ 



ïpoo (—) X^^i'oo [ — ) X^fl s/2 ds 



E E 

x N{u),N{p)<X 



< 



r (4^|r(^)| 



E| E 

x N{v)<X 



(XV . 



s/2 



X 



E| E ^(f)^ 



x N(n)<X 
k — l — s 



ds 



< y I ^ 7 ' — ^(N( C )+x) y \ Xl/ \ 2 v a ds 

ce«\M/oï+ J ^=° N(c)\c\°\T (^±i) | N ^<x 



<F,c 



x° 



Avec le choix de a précédent, et si X < N(q), on trouve bien : 



ri 

E| E \{v,a,tp)x va 



<F 1 



„e(a*)»°/o* + 

N(va)<X 



X 



\\xx\\l 



Pour X > N(q), l'astuce de Iwaniec fonctionne aussi : 

cela consiste en le choix d'un premier p tel que X < N(qp), tout en ayant 
A(pq) <C X. On utilise alors l'injection TC 1 ^ H^„ (non isométrique!) : par 
cette injection, on a = [K (q) : K (qp)].\\ip\K, k avec 



ce qui donne : 



[A' (q) : Ao(qp)] < N(p) + 1 



h 

E| E A(j/,a,¥>)i 



N(va)<X 



n 

< (N(p) + i) y 



E K^a,ip) 



N{ua)<X 



^ + 1 )( 1 + â4))"-"^«( 1 + a^)) 
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Remarque 7 : Nous avons en fait démontré une inégalité de grand crible pour 
une base orthogonale de H*. La même méthode fonctionne dans le cas d'un 
caractère central non trivial (avec la modification qui s'impose à la formule de 
Petersson). On peut étudier des inégalités de grand crible, pour des familles de 
représentations plus générales, avec la formule de Kuznetsov. Typiquement, ces 
inégalités donnent des majorations fines du quatrième moment non amolli (cf 
[Luol]). En particulier, la méthode présentée ici nous permet d'obtenir : 

h 

L(l/2,7r) 4 «(log(iV(q)) 6 

•7rgn£ 

ce qui est le bon ordre de grandeur ; pour avoir un équivalent, il faudrait avoir 
les moyens d'étudier des termes « non-diagonaux » (ce qui est a été fait pour 
F = Q par Kowalski, Michel et VanderKam [KMV2], inspirés par des travaux 
de Duke, Friedlander et Iwaniec dans des problèmes similaires). 



10 Non-annulation de la dérivée 

L'objet de cette partie est d'expliquer la preuve du théorème 5, puisqu'on 
expliquera dans la section suivante le passage de la moyenne harmonique à 
la moyenne naturelle pour la non-annulation des fonctions L. On a donc la 
proposition suivante : 

Proposition 10 Soit k g 21^. Quand q parcourt l'ensemble des idéaux pre- 
miers de Of, on a : 

h 7 

( 102 ) Hg££ E ^=-1,^(1/2^)^0 > jg. 

On rappelle que L(s, 7T/) désigne la fonction L finie, série de Dirichlct quand 
3î(s) > 1, G {1, —1} est le signe de l'équation fonctionnelle. En se souvenant 
que A(s, 7r) = N(q 7T ) s / 2 L(s, tt oc )L(s, 7r/) satisfait l'équation fonctionnelle (1), 
on en déduit que 

{tt g n* e ff = -1 et 1/(1/2, tt,) ± 0} = {tt g II* A'(l/2, tt) ? 0}. 

Les valeurs spéciales A'(l/2,7r) et A'(l/2,7r) 2 s'établissent pareillement à (21) 
et (23). On trouve : 

Lemme 4 Soit tt une forme modulaire de poids k G 21N> l7 conducteur q. On 
a : 



KW^= 2 JM!1 V h^Mj ± ( ^L(s + 1/2,^)) x 

d [N{q) s / 2 T , , .„ ,\ ds 
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On se donne un amollisseur {M(7r)} 7rgn fc de la même forme que lors des dernières 
sections, et on étudie les moments amollis, pour k G N d pair fixé : 

Proposition 11 Soit k G 2N> 1 . Pour q tendant vers l'infini parmi les idéaux 
premiers, A s]0, 1[ fixé tel que M = N(q) A / 2 £ N, on a les asymptotiques : 

h 

(103) MM := Y. A'(l/2,7r)M(7r) 
•n-enj 

= ^(2)^(1/2,^)^)1/^ , + + 
resiÇf V A 



La preuve est très proche de l'article [KMV] modulo le passage aux sommes 
d'idéaux et le traitement des sommes de Kloosterman. 



10.1 Le premier moment 

Montrons l'estimation concernant .Mi(q). On écrit donc : 

(105) MM - N{ ^ E 

N(m)<M 

h 

E (1 - e 7r )A T (n)A 7r (m) 

avec M = N(q)%, A e]0, 1[, et pour y > : 

(106) Hv) ■■= ^~ ! T (y- s L(s + 1/2, 7Too)) -. 

2iir 7(i) ds s 

Comme dans la section 7, ce terme se coupe en trois morceaux : un terme 
diagonal, un terme en sommes de Kloosterman (qui se majore comme dans cette 
section), et un terme en les formes anciennes (qui se traite comme dans l'ap- 
pendice). 

Etudions donc le terme principal. Il s'écrit : 



(107) Mi ms (q) = iV(q) 1/4 ]T 



i/>(m)Mm) 
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Il est facile de vérifier que de l'expression définissant T seule contribue au terme 
principal la partie 

logiy-^y-'L (s + 1/2,^)-. 
(i) s 

De plus, on emprunte à [KMV] l'écriture : 

, dz 



log(y *) = / y~ 
^(8) étant un cercle de centre l'origine, de rayon S > (petit). On a donc : 

Mi ia9 (q) = ^^- fff iV(q) £ * £ M t L( S + l/2,7r oc )P^(t)x 



(2i7r) 3 



(l)x(l)x<*f(<5) 



V Km) \ rfsrftrf* / ^V(q) 1/4 \ 

^ V>(m)iV(m) 1 +«+*+* i s i z 2 ^bg(JV(q))y 



\mcO f 

On peut écrire 

y i ? \ 777^~TiX i.i = Cf(1 + s + i + z) _ V s i *, z) 
^ ip(m)N(my +s+t+z ' K ' 

avec î] définie sur $l(s + t + z) > —I et r](0, 0, 0) = Cf(2). En changeant de droite 
en s de (1) à (—1/2), on a : 

{2my JJ(i)xV(S) 

+ « + ,)-,(o, «, ,)£ f + (;^Q + o ( iv( q )./.-. 1) 

pour ?7 > dépendant de A et S. Si S est choisi suffisamment petit, l'intégrale 
en z est le résidu en zéro : 

( 2î7r ) 7(i) 

Le résidu vaut : 

^«FTÎTÏÏ + 77TTÏÎ - TTTT^^ 
ç F {i + t) ç F (i + t) ç F {i + ty 

et il est donc clair que le second terme est dominé par le premier. Soit 



jV(q) 1 / 4 C f (2)L(l/2, 7 r 00 ) / log(iV(q)) \ / TV(q) 1 / 4 \ 

resiCi, V log(M) 1 j+ 1 V Ug(^(q))7 ' 
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10.2 Le deuxième moment 

Montrons ici Pasymptotique de A^q). On a pour ir G : 

A'(i/2,7r) 2 = 2iV (q) 1/2 y *q(p) A » w 

977T ^ — ^ 



f d / A(qW 2 Tl . Ad 



y' r L(S + 1/2, TToo) — . 

V A 0n 2 * 1 / ' 7 « 



Ici XqO 5 ) désigne le caractère principal en q, qui vaut 1 si (q,f) = 1 et si q |"0. 
Avec l'expression de M(ir) 2 déjà vue en section 8, on a : 

0,n AT(e)<M w w 

JV(mi)<M/JV(e) 
Af(m 2 )<M/AT(e) 



^ f d fN(q) s / 2 Tl ln Ad 
M(mOP( ^y ) M(em 2 )p(^ 



(A//jV(em 2 )) s 



.s 



log(M) 



^ A 7r (n)A 7r (mim 2 ). 



^(emiliVfemi) 1 ^ ^(em^Afem;,) 1 ^ 

On pose m = mitn 2 pour appliquer la formule de Petersson, dont il sort un 
terme diagonal que nous allons traiter, et les termes en sommes de Kloostcrman 
et en les formes anciennes que nous laisserons de côté pour les mêmes raisons 
que ci-dessus. 

De l'intégrale intervenant dans le développement de A'(l/2,7r) 2 , nous ne 
gardons que la partie qui contribue au terme principal, soit : 

xq(a) f N( q y „ 2 ds 



/iY(q)V2\ 



■s 



E 



ViV(m 2 5) / 



i/'(emi)-0(em 2 ) 

miïïi2=m v ' v ' 

et donc, avec les écritures intégrales idoines : 

/ N(qy+^M^L(s + l/2,n OD ) 2 Ki(h) 

xM i f i \ 



I /i(mie) /^(m 2 e) ^ dsdt\dl2dz\dz 2 



m ^(em 1 )A(m 1 ) t i ^(em 2 )iV(m 2 )* 
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La somme de Dirichlet multiple portant sur les idéaux entiers de Of peut se 
factoriser simplement, et un calcul donne : 



(108) J2 



xM L 



D,e,m 



N(j ) y+2s+z 1 +z 2 N(e) 1+tl+t2 N(m) 1+s 



( \p n(mit) Mm 2 e) \ [ 1 | 

V«ièU ^(««O^Cwi)* 1 <Kem 2 )7V(m 2 )'2 J ^ ^ iV(m)^iV(ti 2 )^ j 

( < F q \l + 2s + z 1 +z 2 )(; F (l + t 1 +t 2 ) 

= f? — t-t— — : — m v s ' ti> *2, zi, 22) 

les valeurs de i, j étant toutes les combinaisons possibles de 1,2, et 77 se prolon- 
geant analytiquement sur un voisinage de zéro avec 

7/(0,0,0,0,0) = Cf(2) 2 . 

On change d'abord la droite d'intégration de s de Jf(s) = 1/2 en 3?(s) = — 1/2 
ce qui donne : 

(2ïTT) J(i)x(i)x<^(5)x^(5) 

S~~u \Ç p ( 1 + tl +*2)CF q) (l + zi + z 2 ) . dt 1 dt 2 dz 1 dz 2 

Pm (ti)P M {t 2 ) ^ -TTTT — H Tl{0,tl,t2,Zl,Z 2 ) ■ ■ 2 2 

+ 0(N(q) 1 / 2 ' 5 ). 

Ici comme précédemment ^((5) est un cercle de petit rayon S > : on peut alors 
calculer les intégrales en z\, z 2 , car il n'y a que des résidus en 0. On doit donc 
calculer : 

wU ^ (N{q)^ Cf(1 + 21 + ^2) ^ 
F(t 1 ,t 2 ) :=res( ZliZ2 ) =(0 ,o) ^ — x 



^ 2 2 n,,Cf(i + ^+^) 



D'abord, le résidu en z\ = vaut 
(109) 



log(iV(q)) ( F (l + z 2 ) Cf(1 + 2 2 ) 



Cf(1 + «i)Cf(1 + ta) + CM 1 + ^)Cf(1 + h) 



n,CF(i+t,) 2 

Ce qui donne 

_ log(JV(q)) f 7V(q)*CF(l + ^ 2 ) 

i < (,ii î î2j — nn t /., —— ; x res 22= o 



2 n, cf(i + tj) Z2 - u v 2 2 2 n 7 cf(i + 22 + tj 



, 1 f 7V( q )^(i + Z2 ) 

+ — — ; — — —7- x res 22= o 



ïi s cf a + h ■) z2 - u ^ z 2 2 n, cf a + 22 + ^ 

CfO- + é i)Cf(i + 1 2 ) + c F (i + t 2 )( F (i + h) 



X 



n,CF(i+^) 2 

iV(q)*CF(l + ^ 2 ) 



res Z2=0 



4U 3 C F (i + z 2 + t J ) 
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Les résidus en z 2 sont pénibles à calculer ; cependant une observation simple per- 
met d'évacuer un bon nombre de termes ne participant pas au terme principal. 
Écrivons les développements en série entière N{c\) z l 2 = J2 k>0 a k zk 7 Ylj Cf(1 + 
tj + = ^ i > h(t 1 ,t 2 )z e , et Cf(1 + z) = E m >-i c mz'" et regardons par 
exemple : 

res z=0 ( ^-^7 1 F ^,\ + ^ \ I = c-i(a 2 fe + ûi^i + «0^2) + c (aib + a Q bx) 

\ z UjCF^ + tj + z) J 

+ cia b . 

Le terme at vaut 2~ k log(7V(q)) fe , en arrangeant les termes en : b {c-ia 2 + c^ai + 
ciciq) +61 x . . ., on voit que seul le terme produit par c_i contribue. Ainsi, on 
peut remplacer (p(l + z) (resp. (' F (l + z)) par resi^F)^ -1 (resp. — resi(CF)z -2 ). 
A cause de l'estimation 

Af*^(t)i n ^ ~ (log(M))"" 
(i) * 

on peut aussi remplacer ÇF(l+ti+t 2 ) par resi((F)(ti+t 2 )~ 1 (resp. Cf(1+*j+^2) 
par resi(CF)(ij + z i)~ X et Cf(1 + tj) par resi(ÇF)tj)- Cela se résume par la 
relation : 

dia 2£(l/2,7r 0O ) 2 A(q) 1 / 2 f M^Kd^Kijh) 

2 W (2i7r) 2 re Sl (CF) 2 i(i)x(i) ti+ta 

r){0, h,t 2 ,0, 0)< - res z=0 I -3 

, , oa fN(q)%(z + t 1 )(z + t 2 ) 
— tiÎ2res z= o 



V ^ 4 

(N{(\)i (z + t 1 )(z + t 2 )\ 1 *idi 2 



+ (*i + ^2)rcs z=0 . 

V. Z A J J ti* 2 

Tous calculs faits, cela donne (en réunissant les premier et troisième termes) : 
Mf a3 (q) = 

2L(l/2,7r 00 ) 2 A(q) 1 /2 f M^K^Kdh) 

1 — — 7](0,ti,t 2 ,0,0) 

(è)x(è) 



(2i7r) 2 re Sl (CF) 
/log(7V(q)) 2 t , log(iV(q)). 4 , , , , A /log(A(q)) 



-*i*a + 2 — (*i + *a) + 1 ) 3^ *1*2 + *i + * 

|3 l^nY A7Y„^2 



'2 



Ug(^(q))/ 

Avec les valeurs des intégrales ci-dessous déjà rencontrées lors de la section 8 (n 
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est un entier positif) 



(2itt) 2 77(1), (n h + t 2 log(M) 3 7o 



1 

P"{ufdu 



M*Pjjf(*)t n — = (log(M))-' l p(")(l) 



2î7T 7(1) i 

on trouve, après des calculs élémentaires, l'expression 



10.3 Optimisation 

En faisant tendre A vers 1, on trouve donc que 

. , A , . (P(l) + P'(l)) 2 

liminf > 1a'(i/2.tt)#o > —7 r 



2(i/ i P"(t)2^ + P'(l)2 + 2 P'(l)P(l) + P(l): 

Il s'agit d'optimiser cette fonction sur tous les polynômes P satisfaisant à 
P(0) = P'(0) = 0, ce qui est un exercice facile d'analyse fonctionnelle. D'abord, 
l'existence d'une fonction maximisante est garantie par le 

Lemme 5 Soit S) un espace de Hilbert, Jzf une forme linéaire continue et £2. 
une forme quadratique continue et définie-positive. Alors la fonction 



9) \ {0} M. 

H J2(h)+^{h) 2 

est bornée et atteint ses bornes. 



Preuve : Visiblement, < ip < 1. On a Lp(Xh) = ip(h) pour tout A non nul : 

ainsi sup ip = supyj avec S = {h € Sj, \ \h\\ = 1}. Soit h n G S une suite maxi- 
S\{0} s 

misante (telle que <p(h n ) — * supyj). A extraction près, on peut supposer que h n 
tend faiblement vers h, avec \\h\\ < 1. Par convexité J2(h) < liminf £l{h n ), et 
donc puisque Jz?(/i„) — * <p{h) > lim <p(h n ). ■ 

On se place donc dans l'espace de Sobolev 

P ! 2 (0,i) = {/eL 2 (0,i),/',/"eL 2 (0,i)} 

muni de sa norme hilbertienne 

ll/!l 2 = ll/ll 2 + !l/'ll 2 + ll/"ll 2 

et soit 

Si = {/ G H 2 (0, 1), /(0) = /'(0) = 0} c Pf 2 (0, 1) 
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muni de la topologie induite. Le lemme précédent s'applique avec ^(f) = 
/(l) + /' (1) et = f"(t) 2 dt : il existe donc une / G S) maximisant 

notre fonctionnelle. Calculons maintenant / : on va voir que c'est en fait un 
polynôme. 

Remarquons d'abord l'équivalence : 

f maximise -^Ty^T, y f mmimis c g, y 

Puis, / doit annuler la diffrentielle de jrp ; soit : 



on doit avoir /(l) + /'(l) 7^ 0, sans quoi Jzf (/) = 0, soit : 

Vh G Si, (/(l) + /'(!)) / f'h" - (Ml) + fc'(i)) / J" 2 = 



une intégration par parties donne : 

v/i g s,(W) +/'(!))/" a) - / r 2 U'(i) 



1 

"2 



Il est bien connu qu'une telle égalité ne peut qu'être triviale, i.e. qu'elle implique 
les deux équations : 

f (/(l) + /'(l))/ (3) (i) + /n/" 2 =0 
1 (/(l) + /'(l))/"(l)-/ /" 2 = 

La première dit que / est un polynôme de degré 3, donc de la forme aX 3 + X 2 
(par homogénéité de la fonctionnelle) et en ajoutant les deux égalités, retirant 
le cas /'(l) + /(l) = encore une fois, on trouve que a = —1/6 convient. Le 
polynôme X 2 — X 3 /6 est donc le polynôme optimal recherché, pour lequel 

(P(l) + P'(l)) 2 _ 7 



I P"(t) 2 d< + P'(l) 2 + 2P'(1)P(1) + P(l) 2 ) 
ce qui était annoncé. 



11 De la moyenne harmonique à la moyenne na- 
turelle 

Le but de cette section est d'expliquer la preuve des théorèmes 1 et 2. Nous 
ne traiterons que le premier, car le second est analogue. Il serait intéressant 
de le déduire directement du théorème 3, mais cette approche nécessiterait des 
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résultats de nature probabiliste encore inconnus : nous allons donc en fait re- 
prendre l'étude des moments amollis, en incorporant dans l'amollisseur le poids 
harmonique, ce qui a comme conséquence de compliquer considérablement les 
calculs (et c'est pour cela que l'on a commencé par les moments harmoniques), 
mais on s'apercevra que les modifications ne portent que sur des termes d'ordre 
2, laissant ainsi les termes principaux inchangés à une constante absolue près. 
Cette section a été incorporée car c'est la non-annulation en moyenne natu- 
relle qui intéresse le plus les géomètres (pour toute étude du rang des variétés 
abéliennes modulaires) . 

Avec les notations précédentes, nous noterons les moments naturels amollis 
pour i = 1, 2 (toujours pour q maximal) : 

„, . E rt n ; A(l/V)'MW 



|nj| 

et donc 

£^ nfc 0,-^(1/2, tO'MM* 

■■«M) = — 



Eh -1 



avec, on le rappelle, u„ = (47r)fc -i^|i/ 1 2 ) || y7r |p - ■ Se souvenant que 



Ml-H" = / d 9 

" J2(A Jr )GL 2 (F)\GL 2 (A F )/i<'o(q) 



On a donc : 



(iV(q) + i)/ W,{g)\ 2 dg- 

JZ(A F )GL 2 (F)\GL 2 (Af ) 



Ken* ||^|| a A(l/2,7r)''M(7r)* 



En 1 1 

On va donc chercher une expression de 

WvirW 2 = / \¥K{g)\ 2 dg 

i2(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F ) 

en termes des coefficients de Fourier de ir : ceci est connu pour F = Q, c'est la 
formule de Shimura. 

Ce qui suit est divisé en deux parties : la première est dévouée à des calculs 
locaux pour le carré symétrique et la convolution de Rankin-Selberg, nécessaires 
aux énoncé et preuve de la formule de Shimura. On en déduit au passage une 
estimation du nombre de formes de conducteur q (qui s'adapterait d'ailleurs pour 
q sans facteurs carrés). Ensuite, on revient à notre problème sur les moments 
naturels, et on y prouve les estimations nécessaires. 

11.1 Le carré symétrique et fonctions L de Rankin-Selberg 

Nous supposons ici que F est totalement réel, et q idéal maximal ; cepen- 
dant bon nombre des rappels qui suivent sont valables dans une plus grande 
généralité. 
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Soit 7Ti,7T2 deux représentations automorphes paraboliques, que nous suppose- 
rons de caractère central trivial (là encore parce que nous ne nous intéressons 
qu'à ce cas). Grâce aux travaux de Jacquet (cf. le livre de Jacquet [J], et les 
notes de Cogdell [C]), on sait définir la fonction L de Rankin-Selberg de 7Ti, 7r 2 , 
notée L(s,7Ti x 7^), par un produit eulérien convergent pour 3?(s) > 1, et ad- 
mettant un pôle en s = 1 si et seulement si 7Ti = #2 (contragrédicnte de 712). 
Depuis peu, on sait grâce à Ramakrishnan [R] que cette fonction L est celle 
d'une représentation automorphe de GL(4), notée 7Ti Mtï2- 

Pour j e {1,2} et chaque place finie p notons a ff .j(p) les paramètres de 
Langlands, i.e. tels que : 

L(s, tt) = (1 - a., 1 (p)iV(p)- s )- 1 (l - a 7r , 2 (p)AT(p)- s )- 1 

alors, en toute place non ramifiée, on a : 

L(s,tti x tt 2 ) = - a 7r2 , î (p)a 7riJ -(p)iV(p)" s )" 1 

Une propriété importante de la convolution de Rankin-Selberg est d'avoir une 
représentation intégrale à l'aide de séries d'Eiscnstcin. Rappclons-cn la définition 
en laissant le lecteur consulter l'article [JZ] pour plus de détails. 

Soit donc $ = ® v $ v G <S(A|i) une fonction de la classe de Schwartz (la partie 
archimédienne $oo est une fonction de la classe de Schwartz au sens classique, 
la partie finie est localement constante, valant 1q2 en presque toute place). 
On définit 

f(g,$,s) = \det(g)\ s AF f $ ((0, t)g) \t\ 2s d*t 
et la série d'Eisentein correspondante, absolument convergente pour 9?(s) > 1 : 

E(g,<S>,s) = J2 /(Tff,*^) = |dct ff |^ /" J2 mg)\t\ 2s d x t 

7 6P(F)\GL 2 (F) JF X \A F 4eF 2\ {0} 

E satisfait à une équation fonctionnelle, et se prolonge méromorphiquement à 
tout le plan complexe, mais ce qui est important pour nous c'est qu'elle admet 
un pôle en 1 et en 0, avec un résidu donné par : 

(111) Tcs s=1 E(g 7 $, s) = -Li = / y )dxdy. 

Ceci assure donc que pour toute forme automorphe parabolique tp 

(112JM| 2 = ^-rcs s=1 ( / \p(g)\ 2 E(g,<S>,s)dg) . 

<2{0) \Jz(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F ) J 

D'autre part, quand ip est un vecteur spécial, l'intégrale de droite est liée à 
la fonction L de Rankin-Selberg L(s,ir x tt) : ceci est résumé dans les lemmes 
suivants. 

Lemme 6 Soient 7Ti,7T2 représentations automorphes paraboliques de caractère 
central trivial, et W(7^J,'^/ , ) leur modèle de Whittaker. Pour j = 1,2 soit ip nj 
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leur vecteur spécial (et W n . leur fonction de Whittaker respective). On a alors, 

-1 



pour 5R(s) > 1 et e 



1 



(113) / p wl (g)cp V2 (g)E(g,$,s)dg 

JZ(Af)GL 2 (F)\GL 2 (A J 7) 



W Vl (g)W« 2 (eg)f(g,$,s)dg. 

Z(/A f )N(^ f )\GL 2 (^f) 

C'est ce qu'on nomme "méthode" de Rankin-Selberg (ou unfolding). Cf [Bu], 
proposition (3.8.2). 

Lemme 7 Avec les mêmes hypothèses, en supposant que le caractère additif 
local ip v est non ramifié : si tt±, iï2 sont non ramifiées en v, en prenant = 1q2 
on a : 

/ W V1 v (g v )W W2 v (eg v )f v (g v ,$ v , s)dg v = L(s 

J Z ( F„ ) N ( F„ ) \ GL 2 ( F„ ) 



5î v <->■ q et 7r„ a pour conducteur c\O v (auquel cas 7T„ est spéciale), le choix 

L(s, ir v x 7r„) 

$ v ,s)dg 

V 



Z(F„)iV(F„)\GL 2 (F„) iV W + 1 

Preuve : La premère égalité est connue : voir par exemple [Bu], chapitre 3.8, 
ou [Zh], proposition 2.5.1. Pour la seconde, on part de l'égalité : 

* W ^ (( o i )) w *« (( T î )) \ a \ s ~ ldXa = L ( s >^ x 

qui tient au fait que i a un conducteur en v d'exposant 1, et %j) v non ramifié : 
voir [P2]. On constate alors qu'avec le choix = 1 y x , on a 

U j ) ^ l^l^ x ^ (( '^) ( Î 1 ) l*«lÎ' dX *« 

= |a«|?lj<ro(qOv)(^) 

En outre la décomposition d'Iwasawa GL 2 (F V ) = Z(F v )N(F v )A(F v )GL 2 (O v ) 
assure l'égalité : 

W(g v )dg v = f W (( ° n " ° ) k v ) Ç^dk v 

Z(F V )N(F V )\GL 2 (F V ) JF* xGL 2 (D„) VV U 1 / / \ a v\v 

pour toute fonction intégrable W. On a donc : 



Z(F„)iV(F„)\GL 2 (F„) 



F* xGL 2 (0„) 



l a | s lFo(ciO„)( fc i-) î — = i(s,7r„ x 71^) x vol(if (qCM) 
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et vol(K (qO v )) = [GL 2 (O v ) : tfo(qa)]" 1 = (N(q) + l)" 1 . ■ 

Remarque 8 : Il existe aussi aux places infinies une fonction $oo qui a les 
mêmes propriétés. Comme dans ce qui suit, le type à l'infini est fixé, la valeur 
de cette fonction ne nous importe pas. 

En conclusion, avec le choix global &k,q = ®v&v, nous avons montré pour 
3*(s) > 1 : 



iV^qj + l JZ(A i r)GL 2 (_F)\GL 2 (A F ) 

W 7r (g)W w (eg)f(g,H,c l ,s)d9 

Mil 1)M(7 î))w^r^((; 



/ I^(.9)| 2 ^(3,*fc, q ,s)d5 



'Z(A F )GL 2 (_F)\GL 2 (Ai ? ) 

(le facteur |c)f| s_1 ^ 2 vient de ce que le caractère additif global est ramifié en la 
différente), ce qui assure que : 

(114) ^IKII 2 = ^n^W^x *)}. 

D'autre part, grâce à Gelbart-Jacquet [GJ], on sait qu'il existe une représentation 
automorphe sur GL3, notée sym 2 7r, telle que 

L(s, 7T x 7r) = L(s, l)i(s, sym 2 7r) 

L(s, 1) étant la fonction zêta de Dedekind complétée par les facteurs à l'infini. 
La formule de Shimura s'énonce ainsi, avec $k,q la fonction décrite ci-dessus : 

Proposition 12 Soit ir une forme modulaire de poids k € 2N> 1 et conducteur 
q, de caractère central trivial, ip^ son vecteur nouveau. On a la relation : 

(115) H^H 2 = ^ F J 1/2 £(l,sym 2 7r)rcs,^ 1 L( S ,l). 

$ M (0)(iV(q) + l) 

Dans le cas d'une forme modulaire de Hilbert de poids k et conducteur q, la 
fonction $fc !q = <x> $/ ne dépend aux places archimédiennes que du poids 
et aux places finies que du conducteur : cette fonction est donc la même pour 
toute forme ir € IlJ, et on note = $/ = En résumé, pour i = 1,2 : 

£^ nfc i(l, sym 2 7r)A(l/2, tt^M^ 

(116) JéM) = q — h 



£4n* L (i> s y m27r ) 
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Décrivons plus précisément la fonction L du carré symétrique d'une forme mo- 
dulaire de Hilbert de poids k <E N rf et de conducteur q T = q. On a L(s, sym 2 7r) = 
L(s, sym 2 7Too)£(s, sym 2 7r/) avec 

9 n r,j a / / s + l\ d ( s + k\ fs + k — 1 
L(s, symV») = 7r- 3ds / 2 r -— F —— T 



2 ) \ 2 j \ 2 
la partie finie est une série de Dirichlct convergeant pour 5R(s) > 1 
L(s ! sym 2 7r / )= ^ P7T (n)N(n)- s 

nCO F 

avec 



r (n)= Yl A ^f 2 )- 



e 2 f=n 
(e,q)=0 F 

D'autre part, outre le produit eulérien dont on ne se servira pas, on a une 
équation fonctionnelle. En fait, A(s,sym 2 7r) := A^(q w ) s L(s, sym 2 7r) vérifie : 

A(s,sym 2 7r) = A(l — s,sym 2 7r). 

La valeur explicite de L(l, sym 2 7r) se calcule par la même méthode que L(l /2, w). 
L'équation fonctionnelle donne ici : 



(117) *rL<l,**M- £ mlSWiÏ^ 1 ^^ 

^ ^(n) f fN(q)\ s _ . 1 . ds 



pour tout S > fixé. Ceci permet de voir que L(l,sym 2 7r) <C e N(q) £ pour tout 
s > (voir [Mi], page 26, (1-24) et [Mo], théorème 4). On en déduit une formule 
asymptotique pour le nombre de représentations modulaires de Hilbert de poids 
k et conducteur q premier : 

Proposition 13 Pour k G 2N> 1 fixé, quand N(q) tend vers l'infini parmi les 
idéaux maximaux de Of, on a : 



(118) Y, ^(MymV) CF(2)L(l,sym 2 ^ 0O ). 

Par conséquent, étant la partie archimédienne de $ (cf la remarque suivant 
le lemme 7), ne dépendant que de k : 

(H9)|n fe | ~ 2(4^) fc - 1 |0 F | 2 res s=1 L( S ,l)L(l,sym 2 ^ oo )C F (2) A 

q '«(,7— 8 fe (o)r(fe-i) 
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Preuve : Admettant la première assertion un instant, on écrit : 

iTTfcl V- -1 V- -1 (47T) fc - 1 |t) J ,| 1 /2 * 

K\ = E <W = E ^ = nfc-i S Hv-Hw; 

= ^-^Ires^iXM) f L(1)Sym27r) (7V( q) + l). 
r(*-l)§ M (0)(JV(q) + l) f ^ 

La valeur &k,q(0) se calcule aisément, puisque $k,q = <!>*. <g> (^) l , <00 : 
(120) $ fe ,q(0) = / <î>(x,y)dxdy = / $fe(o; 00 ,y 00 )dx 00 d2/ 00 x 



/ <& v (x v ,y v )dx v dy v 
— , •'-Fi? 



si « 7^ q, $ t , = soit <&„(0) = vol(O t ,) 2 = |iV (35 F „)| 1 (avec la normalisation 
de Tate). 

Si 7; = q, = l qC)iiXC ,x soit : 

6„(0)= / dxd 2 /-7V(2) F J" 1 7V(q)- 1 (l-^(q)- 1 ). 

JqO v xOÏ 

Puisque |0 F | = Y[ V<(X> N(®f v ), on a bien : 

|II*| 2(4^-> F Pres s . 1 X( S ,l) ^ £ 2 

Commençons donc à prouver (118). Pour cela on utilise la formule (117) pour 
L(l,sym 2 7r), pour tout S > (petit) : 



2, \S i(1 ' w ^.g,^^i»(^) i(8+1 - mV 



, ds 

) — + 

s 



A.(f 2 )x 9 (e) f 



Ev^ -vit ;x<?w / / ^ w \ r , . . 2 \ as 
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On rappelle que Xq( e ) = si q|e, 1 sinon. Afin d'appliquer la formule de Pe- 
tersson, on écrit toujours f = £a, a parcourant un ensemble de représentants de 
c tot r {F) 1 et £ <E (a _1 ) >0 /O^ + . Comme a ne parcourant qu'un ensemble fini, on 
peut considérer que a est fixe dans ce qui suit. La proposition 6 dit : 

h 

(121) Y, X ^ 2 ^ = ha=0 F 

C v K£(ee,a 2 ;l,OF;c,c) 

IOfI 1 / 2 f^ 2 N(cc) 
c =a 
cec-^Uo} 
eeo*+/o* 2 

h 

-^A(e 2 ,a 2 D F 1 ,^)A(l,D F 1 ,^) 

<p 

où ip parcourt dans la dernière somme une base orthonormale de formes an- 
ciennes. £a = Of a = Of et £ = f. On incorpore cette dernière égalité dans 
chacun des deux blocs successifs donnant L(l, sym 2 7r), en respectant l'ordre 
"terme diagonal-terme Kloosterman" : 



-in 



2Z7T 



c 



1/2 E 



Xg(e) f ( N(q) 



l^l 1/a ^ F N(z^a)J {5) \N(z^a) 



L(s + l.symVoo) — x 
s 



E 



/a(e£ 2 ,a 2 ;l,O f ;c, c) 
N(cc) 



Jk-i 4tt 



v/e£ 2 [a 2 c- 2 ] 



cec- 1 q\{o} 
e60£+/o* 2 



Xq(e) / / N(q) \ Tf , 2 . ds 



C Xa(e) f f N(q) V. , 2 . ds 



^ /Cg( £ £ 2 ,a 2 ;f,0 F ;c,c) / y/ £ g 2 [a 2 c- 2 ] 

A — ^ — M — g — 



c£c- 1 q\{0} 

— (Formes Anciennes). 



e gO*+/0£ 2 
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• Une analyse semblable à celle de [Val], lemme 2.3 donne : 

/ y- s L(s + MymV»)- « e X p{-Cy^ 3d ) 
J(S) s 

(l'exposant l/3d tient au nombre de facteurs T apparaissant dans L(s+l, sym 2 ^)). 
Ceci permet d'évaluer les termes Kloosterman : on coupe la somme en e, £, a en 
sommes sur N(eÇa) < N(q) 1+71 et iV(eÇa) > iV(q) 1+ '' (77 > fixé). Avec la borne 
de Weil, et l'estimation de l'intégrale, on a : 



E Mi 2c\ / ati Je \ L(s + l,sym 2 x 00 ) — x 
N(e 2 £,a) J {5) \N(e 2 Ça) J s 



^ n(ee,a 2 ;l,OF;c,c) j . \/eeia 2 c- 2 ] 

h — m — M — w — 



eeo*+/o* 2 



« E m^ c ^\- c 



iV(e 2 £a) M V N(q) 



iV(cc) 1 / 2 

cec-^Vfo} 
eeo F +/o F 2 

Pour la partie en iV(e£a) < N(q) 1+r i 



AT(cÇa)<Af(q) 1 + " 



y -££L/ M^- i(.s + l,sym^ 00 )^x 



^ K£(ee,a 2 ;l,0 F ;c,c) . /. ^ 2 [a 2 c- 2 ] 

a — — Jfc - x r — g — 



c6i _1 q\{0} 

£ eo F +/e> F 2 



« E ^i^)' i<s+1 ' s ^* 



tf(cc)V2 



XaW /" / N(q) V . 2 ,ds 

Af(eÇa)<JV(q)!+'! V S ; ^ W V V S ; 7 



iV(Ca)7V(q)- 3 / 2 <,,„ iV(q)- 1 / 2 

la dernière majoration étant grossière. L'autre terme de Kloosterman se traite 
mot pour mot de la même manière. 
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• Les termes diagonaux. D'abord : 

J^îv^U^J Hs + l,^)- 

= I iV(q) s Ci q) (2 + 2 S )L( S +l,sym 2 ^ 0O )- 
7(5) s 

= res s=0 (iV(q) s C^ q) (2 + 2s)L(s + 1, sym 2 ^)^ 1 ) 
+ / iV(q) s Cl, q) (2 + 2 S )L( S + l,sym 2 7r 00 )- 

J(-l/4) s 

= Ci q) (2)i(l,sym 2 ^ 0O ) + 0(7V(q)- 1 /4 ) 
qui tend bien vers £p(2)L(l, sym 2 ?!^). L'autre : 



8 + 1 

7V(q) s 4 q) (2 + 2 S )L(,s + l,sym 2 ^ 00 ) ' 



rcs 



(5) S + 1 

,-i/2 (^V(q) s Ci q) (2 + 2s)L(s + 1, sym 2 ^ 00 )( S + l)" 1 ) 

N(qy$\2 + 2s)L(s + 1, sym 2 ^)^- « 7V(q)- 1/2 . 

, -3/4) s + 1 

• Le terme en les formes anciennes est traité en appendice pour plus de clarté : 
voir la section 12.2. ■ 

11.2 Les moments naturels 

Comme on l'a montré dans la section précédente, l'expression des deux pre- 
miers moments est de la forme, pour £ = 1,2 : 

l£ enh L(l, sym 2 7r)A(l/2, ^M(tt)* 

„#i(q) = =-2 n . 

E wG nj i(l,sym 2 7r) 

La limite du dénominateur vient d'être calculée : Il reste donc l'étude des 
numérateurs des moments, et pour prouver le théorème 1 (et le théorème 2!), 
on doit généraliser les estimations (2) et (3), et c'est le contenu prévisible de la 

Proposition 14 Quand N(q) — > oo ; parmi les idéaux maximaux de Of, k € 
2N> X fixé, on a : 



(123) i(l,sym 2 7r)A(l/2,7r)M(7r) 

P'(l)C f (2) 2 L(l/2,^ 0O )£(l,sym 2 7r 0O ) 2JV(q)V 4 / / 1 XX 
res s=1 (CF) Alog(iV(q))V + Klog(N(q))J) 
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(124) Y L(l,sy m 2 7 r ) A(l/2,.) 2 M( 7 r) 2 = ^2)^1/2, ^) 2 L(1, sym 2 ^) 



8iV(q)V 2 f \\P"\\h m , P'(l) 2 , q( 1 



log(7V(q)) 2 V A3 Uog(iV(q)) 

L'idée, suggérée par Iwaniec et Sarnak [IS] (et mise en œuvre par Kowalski et 
Michel [KM2] pour F = Q), est la suivante : on incorpore X(l,sym 2 7r) dans 
l'amollisseur M(7r), obtenant ainsi un nouvel amollisseur M(7r). L'expression 
déjà donnée du carré symétrique est en terme des coefficients de la fonction L 
de 7r, et ainsi on obtient une écriture permettant le recours à la formule de Pc- 
tersson. Une difficulté s'ajoute à la complexité des termes produits : sans autre 
argument, la série définissant L(l,sym 2 7r) est a priori de longueur iV(q) et par 
conséquent le nouvel amollisseur est trop long (et les techniques utilisées ne 
permettent pas de montrer que le terme Kloosterman est négligeable face à la 
diagonale). Kowalski et Michel ont résolu cette difficulté : si la série en question 
est individuellement de longueur N(q), une série de longueur N(q) e (quel que 
soit s > 0) est suffisante en moyenne (sur 7r). Tant que A + s < 1, le terme 
Kloosterman reste négligeable, ainsi que la contribution des formes anciennes. 
Pour réaliser cela, on va suivre une démarche de [Ro], qui passe par une étude 
des zéros de Siegel de L(s, sym 2 7r/). 

Soit rj > un réel (petit) fixé. On considère : 
n*fa) = {tt e ILj|L( S ,sym 2 ^) £ 0,VR(«) >1- V , |3(s)| < log(iV(q) 3 }. 
Nous montrerons en appendice (section 12.3) que 

in^n^K, N( q p 

ce qui signifie qu'il y a très peu de carrés symétriques dont la fonction L s'annule 
près de 1. Cette propriété a été prouvée par Kowalski et Michel, dans un contexte 
très général, pour des représentations automorphes sur Q. La preuve repose sur 
une inégalité de grand crible ; on l'inclut par souci de complétudc. 
Pour a > fixé, on pose : 

(125) ^«(sym 2 ^) = -±- [ L(s + l,sym 2 ir f )T(s)N(q) as d S 



(i) 

Soit ^(77, q) le chemin polygonal reliant 1— ioo, 1—i log(iV(q) 2 , — |— i log(A r (q)) 
i log(A r (q)) 2 , 1 + i log(A r (q)) 2 , 1 + zoo. Le théorème des résidus assure que : 

L(l,sym 2 7r / ) = ^ a (sym 2 7r / ) + -^ / L(s + 1, sym\ f )N(q) as T(s)ds. 

Zî7T J^(r h q) 

Il est alors clair que ^ a (sym 2 7r/) est de longueur N(q) a : on a donc la série 
courte que l'on souhaitait. D'autre part, le lemme suivant assure que l'autre 
terme n'affecte pas les moments : 
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Lemme 8 Quand q parcourt les idéaux maximaux de O f , k G 2N^ fixé, on a 
pour tout e > et j G {1, 2} : 



(126) E (7 



L(s + l,sym 2 7T/)iV(q) as r(s)ds A(l/2, 7r) J M(7r) J 



Preuve : On écrit Ylnen* = X^er^o,) + X^en£\nfc(r,)' et on traite séparément 
les deux termes : 

• D'après l'inégalité de convexité, A(l/2,7r) <Cfc, £ N(q)ï +£ (voir par exemple 
[Mi], (1.22), et l'article de Venkatesh [V2] qui résout le problème de sous- 
convexité dans ce cas - et bien d'autres! ) et de façon élémentaire M(ir) <Cp 
M 1 / 2 . En outre, sur le contour ^(77, q), L(s + 1, sym 2 7r/) <Cfc, e N(q) E pour tout 
e > 0. Soit : 



(UT) ± (/ 



L(s + l,sym 2 7r/)7V(q) as r(s)ds A(l/2, 7r) J M(7r) J 

< iV(q) e+Q+J / 2 Ap/ 2 ^ 1 < jv( q )e+a+j/2+i»7-i A/ .j/2 

et donc, pour r\ et a assez petits, l'inégalité voulue est vraie (M = 7V(q) A / 2 avec 
< A < 1). 

• Pour ir e njj^jy), on a (cf [Ro], lemme 3) : 

L(s + 1, sym 2 n f )N{q) as T(s)ds < N(q) s - aT >/ 2 
donc par Cauchy-Schwarz : 

V ( f L(s+1, sym 2 7r f )N(q) as T( S )d S ) A(l/2, 7r)M(7r) 
-^..n V J'é'(n.a) I 



renj(^) 



» 1/2 



< JV(q) e -«ï/ 2 ^ A(l/2,7r) 2 M(7r) 2 < N{q) e " m ^ 2+1 
\,renj / 

la dernière majoration venant de l'estimation du second moment (3). 
De même : 



/4 



V (/ L( S + l,sym 2 ^)iV(q) as r( S )d S j A(l/2,f) 2 M(.) 
en ;(„) \ J nm) J 

h 

< 7V(q) £ - QI '/ 2 ^ A(l/2,7r) 2 M(7r) 2 < iV(q) e - Q,) / 2+1 / 2 . 
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Ceci achève la preuve du lemme. 
Il reste donc à étudier : 



]T ^ a (sym 2 7r / )A(l/2,7r) J M( 7 r) J ' 
pour j = 1, 2, en espérant trouver les équivalents (123) et (124). 

11.2.1 Le premier moment naturel 

On montre ici 

h 

(128) Yl ^(sym 2 ^/)A(l/2,7r)M(7r) 
Trenjj 

^(1)^(2)^(1/2,^) 2jV(q)V 4 / / 1 \ \ 
res s=1 (CF) Alog(iV(q))l Ug(7V(q)) ^ 

ce qui est bien, après multiplication par L(l, syni 2 ^^), l'estimation (123) (en 
effet, â?Q,(sym 2 7r/) approxime la partie finie L(l, sym 2 7T/)). Pour cela, on pose 

M(tt) = ^ Q (sym 2 7r / )M(7r) 

La propriété de multiplicativité des coefficients A,,- donne : 

I \n ( log(M/JV(m))\ 

2V(m)<M 

fco F 
ce qui se réécrit : 



, / n ( log(M/JV(mO)) 

tf, , V- V- exp(-7V(e 2 )7ÎV(fô)Mq) a )^ m ^ P l y , , n 

MW = V ^ ^V(e) 2 v^) »F 

JV(mD)<M 
f0=O 

la relation f î = o signifiant qu'il existe un idéal a tel que f c> = a 2 . 
Avec la valeur déjà vue en section 7 (équation (21)) : 



A(l/2, 7 r) = (l + ^Mq) 1 /4 £ -^P=F(iV(n)/iV(q) 1 / 2 ) 
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on trouve donc : 
h 



Y, ^a(sym 2 7 r / )A(l/2,7r)M( 7 r) 



N ^) 1/A E E E F ^ N ^/ N ^ 1/2 ^ e ^- N{z2) ^ w ^ )/N ^ )a) 



nCO F (c,q) = l 
Af(mO)<M 
ft>=o 



, (m0 V (m ;V; 2 y £ d+^(mi)A,(»)- 



Comme dans la section 7, on utilise la relation 

£7r = - î fc A T (q)7V(q) 1 / 2 

et on trouve : 

(129) ^ ^ Q (sym 2 7r / )A(l/2,7r)M(7r) = 



^(i) 1/4 E E E F{N{n)/N ( q)1/2)c * vi ~ N ( e2) ^^ /N{q)a) 



COf (c,q) = l 
Af(mO)<M 
f£>=o 



V^V(n) iV(e) 2 0V(fÔ) 



A 7r (mf)A 7r (n) 



^) 3/4 EE E 



F(N(n)/N(q)^J x 



ncO F B (e,q)=l 
JV(mO)<M 
f£)=o 



, / „\ „ / log(MA/V(mO)) 

eM-N(^ 2 )^/N(ÎV)/N(q) a )^*( m ï , ) P { \og(M) 
iV(e) 2 yîV(fÔ) ^MM™*) 1 ^ 



^ A OT (mf)A7r(nq). 



Après les paramétrisations habituelles des idéaux m, f , n (cf. les sections 
précédentes), on applique 1 la formule de Pctersson, qui donne deux termes dia- 
gonaux, deux termes Kloosterman, et deux termes en formes anciennes. 

Il est immédiat de voir que, pour peu que 2a + A < 1, ce qu'il est loi- 
sible de supposer, les termes Kloosterman et ceux venant des formes anciennes 
se majorent comme on l'avait fait, en A^(q) 1 / 4- ^, avec un /3 > 0, dépendant 
cette fois aussi de a ; cela résulte d'un calcul pénible, mais n'apportant rien 
de nouveau, analogue au premier moment harmonique. En fait, la perturbation 
engendrée par le terme £) a (sym 2 irf) se maîtrise bien car c'est une série courte, 
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précisément : 

* a fcymV) = E CM "Sf Wtt) Mf)^(oxp(-iVM")) 

(e,q)=l 1 TJ 

fce> F 

JV(c 2 f)<JV(q) 2Q 

On s'intéresse donc au terme diagonal qui a la forme D\ + D2 ; pour £>i la 
diagonale est « n = mf » , soit : 

(130) 

F(7V(mf)/iV(q) 1 /2)exp(-iV(e 2 )VÏV(fÔ)/^(q) Q ) 



» (c fr=i #H) A r (e) 2 v / W) 

A r (mB)<M 
fD=o 



V'(mO)^(mD) 1 /2 
et pour D2, la diagonale est « nq = mf »soit q|f et n = mfq -1 : 



(131) D 2 = -^(q)^£ £ W^Dx 



D (e,q)=l 
_/V(mO)<M 
f0=o 
1 1f 



cxp(-iV(e 2 ) v /]V(fÔ)/iV(q) a ) M(m5)P ( i ^m) 



7V(e) 2 yîV(fÔ) VKnù'Mmî)) 1 / 2 
mais comme q|f, en posant f = qf, on voit que : 

{ ^ =1 iV(e) 2 yîV(qf) 
qf's=© 

d'où Z3 2 <C iV(q) A exp(— ^(q) 1 / 2-0 ) pour un A positif, et donc D 2 ne contri- 
buera pas. 

Reste à traiter D\, qui donnera le terme principal. Avec les expressions de 
F, P et de l'exponentielle comme transformées de Mcllin, on trouve : 

Di = III N(q)i +au M t L{s+\, * x )Ki{t)T{u)F{s, t, u)-^du 

(2nry J J y(i),(i) l( i) 2 s t 

avec 

(132) f(s,*,u) = ^ V(m3)JV(m) 1 + fl + t iV(0) 1+t+ TiV(e) 2 + 2 «iV(f) 1+a +T ' 



m.O 

ft>=o 



Cette fonction possède les propriétés habituelles : 
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Lemme 9 Pour ïf(s), Jf(t), 5R(it) > 0, on a développement eulérien : 

-(l+s+i) jyVp\-(2+s+t+«) 



F(s, *, u) = 4 q) (2+2 U )CF(2+2 S+U ) n(l- ^£ 

p ^ 

On peut écrire : 



ip(p) V(P) 



F(s, t, u) = C F q> (2 + 2w)Cf(2 + 2s + «)Cp(1 + s + ty 1 ^, t, u) 

avec i] fonction holomorphe sur {$t(s+t) > — 1, 3t(s+t+u) > — 1}, etr)(0,0,0) = 
1. 

Avec ce lemme, le calcul du terme principal de D\ suit la même démarche que 
pour le premier moment harmonique. On change d'abord de ligne d'intégration 
en s de 3î(s) = 1 à 8?(s) = —1, donc tant que A + 2a < 1 on a : 

= ^(q)^(iA^) /y JV(qr ^( t )r(u)F(o > t > «)^A, 

(2îtt)- JJ(i),m 1 



v[ ^i/4+ A+2 2 °- 1 ^ 

Vu que F(0,i,u) = Cf°(2 + 2ij)Cf(2 + u)Cf(1 + ty^O^u), on fait le 



0(iV(q) 

changement de ligne en t de 9?(t) = 1 à ïf(4) = —1/2, soit 
N(q)^L (i^oo)P'(l) 



resi(CF)log(Af) 



^ ^ T( u )iV(q) Qîl 4 q) (2 + 2 u )Cf(2 + u) v (0, 0, (l + o(l/ log(iV(q)) 
+ iV( q )U(l/2, 7 r 00 ) /■/■ .(^^(^^A, 

(2i7r) 2 JJ(-1/2),(1) t 

La toute dernière intégrale est un C(A r (q) 1 / 4_A / 4+Q ). En outre, en changeant 
la ligne en u de Jf(u) = 1 en 3?(u) = —1/2 : 

/ yu)N( q y u C i F "\2 + 2u)C F (2 + u)r 1 (0,0 1 u)du^CF(2) 2 + O(N(qy a / 2 ). 

Au final, ceci donne : 

A(q) 1 / 4 L(i,7r 0O )CF(2) 2 P'(l) / / , , , NX 
Dl ^ res;(CF)log(M) X + °( V 

ce que nous voulions ! 

11.2.2 Le deuxième moment naturel 

Pour achever cette section, il nous reste à montrer : 
h 



(133) J2 ^a(sym 2 7 r / )A(l/2 ! 7r) 2 M(7r) 2 = 



Cf (2)^(1/2,7^ 



.en* res s=1 (CF) 2 

y 87V(q)V 2 / ire^ P'(l) 2 / 1 u 
log(A(q)) 2 l A 3 A 2 Vlog(JV(q))//' 



73 



D. Trotabas 



Comme précédemment, on incorpore i^ a (sym 2 7r/) dans l'amollisseur, ce qui 
donne : 



expf JV(e2f) N ) 

(134) M 2 ( 7 r):=MW 2 ^(sym 2 7 r / )= E E E ^ 

7V(m 2 D)<M (e,q)=l 



^(miD)P 



log(M/iV(mia)) 
log(M) 



M(m2 , )P (l£S(M 



(A//jV(ro 2 D)) 



g(Af) 



Par commodité, on pose m = mim.2 : 



A7r(f 2 )A 7r (mim 2 ). 



m 2 w= E E E ^(f 2 )^(m) 



cxp 



jV(e J f) 



acOFmcOF fco F 

(e,q) = l 



7V(0)A^(e 2 f) 



E 



m. i m. 2 — m 
. Af(miO)<M 
\Af(m 2 0)<M 



V'(m 2 0) 



Puisque iV(m) < M 2 < j'V(q), m est premier avec q donc : 
A,(f 2 )A,(m) = E Mf 2 mS)- 2 ) 

»|(p,m) 

donc, en faisant le changement de variables m *— m!D _1 , f *— f 2 S _1 , il vient 



exp im 

M 2 7 r = E E E V A w (fm - 

f£>=© 
(e>q)=l 



/ 



E 



g(M/jV(m 2 D)) 
Log(M) 



mim-j— mX) 
Af(miO)<M 
\IV(m 2 î>)<M 



J 



ce qui est une forme utilisable en vue d'appliquer la formule des traces de Pe- 
tersson : 
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£ ^(sym 2 7 r / )A(l/2, 7 r) 2 M( 7 r) 2 ^27V(q) 1 /^ £ _^Z T ( n)x 

n,m fC F V iV W 
a .3) f2)=o 

(e,q)=i 

/ \ 



1 



E 



M(miî))P 



log(M) 



/Lt(m 2 5)P 



mirai- mS 

Af(miO)<M 
\Ar(m 2 0)<M 



^(miO) 



N(e) 2 jN(jS) 
Af(q)° I 



7V(£,)7V(S))iV(e)2y]vâ) 7r ^ fc 



^ A 7r (n)A 7r (fm). 



Le terme en sommes de Kloosterman se traite comme lors du deuxième 
moment harmonique, ainsi que celui issu des formes anciennes. La diagonale est 
ici « n = mf » : 



q ( jV(mf) s 

D(q)=2tf(q)V£ E 4#¥ Tl 

D > s fS=o 
(e,q)=l 



exp 



jV(e)VjV(fg) 
W(q)° 



N(T))N(I))N(z) 2 y/N(j) 



E 



log(J//jV(m 2 D)) 
log(M) 



mim2=m£) 
W(miO)<M 



ip(vci2t>) 



La description intégrale des fonctions intervenant implique 



(135) £>(q) = 



2N(q) 



1/2 



(2i7r) 4 



(i),(i),(i),(i) 



N(q) s+au M tl+t2 L(s + 1/2, TToo)^ 



C^(l + 2s)P M (ti)PM(t2)T(u)F( S , tl ,t 2 ,u)-^^du 

S l\ 12 



avec la fonction F, série absolument convergente dans la région {(s,ii,t2>u) ë 
(D 4 ;îî(s),3î(ti),gî(<2),5R(it) > 1} valant alors : 



(136) E E 



r(mf) 



JV(m) 1 + s JV(f) 1+s +TiV(e) 2 + 2 "iV(8) 1 + t i+^iV(23) 



1+7 



D,X> 



f£>=o 
(e,q) = l 



53 ^S^S^mO-^^wa)-*» 



s.mitn2= mXi 



■0(miO)^(m2Î))" 
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On vérifie que l'on a la factorisation en produit infini, convergent sur le même 
domaine : 

F(s,t 1 ,t 2 ,u) = Y] L F p (s,t 1 ,t 2 , u) 
p 



avec : 



F p ( S ,t 1 ,t 2 ,u)= y, E ^(p m+/ )( E 



m,d,D>0 f>0 x mi+m 2 
(q,p e ) = l f+D pair =m+D 



-0(p m i+ d )-!/;(p m 2+d) 



X 



A r (p) _mitl iV(p) _m2t2 ^iV(p) _e ^ 2+2,1 ^ m ' 1+s ^^^ 1+s+ T^ d ' 1+ * 1+ * 2 ^- D ' 1+ T). 

On peut calculer explicitement F p . Les valeurs permises pour (d,m,D) sont 
(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1), (0,2,0), (0,0,2). C'est dans cet ordre que 
l'on présente les facteurs produits par ces conditions et la somme sur /, notés 
entre parenthèses ; le terme produit par la somme « libre »en e est tout à gauche 
(Xq(p) vaut 1 si q 7^ p, sinon) : 



F p (s,t u t 2 ,u) = (1 - Xq (p)iV(p)- 2 " 2 ")- 1 x 

1 27V(p)- 2 ( 1+s + u / 2 ) 



j /\r(p)-( 1 +*i+*2) / 1 27V(p)~ 2 ( 1+s+ "/ 2 ) 



-0(p) 2 \1- 7V(p)- 2 ( 1 + s +«/2) (1 - N(p)- 2 ( 1 + S + U / 2 )) 2 
N(p)~( 1+s+tlS > + N(p)~( 1+s+t2 '> 

W) x 

2 2iY(p)- 2 ( 1+s + 11 / 2 ) 



1 - AT(p)-2( 1 + s + I '/2) (1 - iV(p)-2(l+s+«/2)) 
jV(p)-(l+«/2+tl) + j V (p)-( 1 + tl /2+*2) 

W) x 

/ 7V(p)-(l+s+«/2) N (py(l+s+u/2)Q + jy(p)-2(l+H-u/2))\ 

\1 - 7V(p)-2(l+^+«/2) + (1 - iV(p)-2(l+ S +u/2))2 J 

N ^y(2+s+u/2+t 1 +t 2 ) 

+ x 

/ 27V(p)-( 1 + s + t </2) 7V(p)-( 1 + s +«/ 2 )(l + N(p)- 2{1+s+u/2) )\ 

\l - 7V(p)-2( 1 + s +"/2) + (1 - iV(p)- 2 ( 1+s+u /2))2 J 

^Y^)-(2+ S +«/2+t 1 +t 2 ) / 3 2A^(p)-2(l+s+«/2) 



l/)(p) 2 ~ VI - 7V(p)-2(l + s+«/2) (1 - iV(p)-2(l+^+«/2))2 

^Y(p)-(2+ S +u/2+t 1 +t 2 ) / 1 2iV(p)- 2 ( 1 + s + u /2) 

+ V(P) 2 V 1 - 7V(p)-2(l + s+«/2) + (l-iV(p)- 2 ( 1 + ;i + 11 / 2 )) 

Il est clair que l'on peut mettre en facteur (1 — A^(p) _2 ( 1+S+M / 2 ') -1 . Les 
termes d'ordre un sont iY(p)-( 1+tl + t2 ', -2iV(p)-( 1+s+tl ) et -2iV(p)-( 1+s+t2 ). 
Leur mise en facteur forcée permet d'élargir le domaine de convergence : 
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Lemme 10 On peut écrire 

w( , , , Ç£°(2 + 2u)Ç F {2 + 2s + u)( F (l + t 1+ t 2 ) 

F(s, ti,t 2 ,u)= . 2 , , 2 77(s, ii, i 2 , m) 

la fonction r\ étant donnée par un produit eulérien convergent ( au moins ) sur le 
domaine s R(s + u/2) > -1/2, ïï(t 1 +t 2 ) > -1/2, SR(s + i x ) > -1/2, 5R(s + t 2 ) > 
-1/2, avec r](0, 0, 0, 0) = Ç F (2). 

Cette affirmation résulte d'un calcul élémentaire. Elle permet d'effectuer les 
changements de droite d'intégration adéquats. On part donc de : 

D(d) = Jlll NW+^M^Lis + 1/2, n^f x 



(i),(i),(i),(i) 

C ( F q) (l + 2s)Ki(ti)Ki(t2)T(u)F( S , t u h, u )-^^du. 

S tl t 2 

On peut déjà déplacer toutes les lignes d'intégration jusqu'à (1/2). Puis, on 
change de ligne en s : 

D ti) = 2 ^ (q l!T III 7V(q) QU M* 1+ *^(Éi)P^(t 2 )r( W )x 



[2m) 



(è).(ê).(ê) 



res s=0 ( N(q) s L ( ^,7roo) F(s, h, t 2 , u) ) ^p-^-du 



27V(q) 1 /2 



2' ~) x ' " " 7 ti t 2 

N(q) s+au M tl+t2 L(s + l/2 7 TT 00 ) 2 x 



(2ntY JJJJ ( _i )>( i ui) 

(1 + 2s)P^(h)P^(t 2 )T(u)F(s, tl ,t 2 ,u) — ^^du 

s ti t 2 

le second terme est un 0{N{q) 1 / 2 ~ 5 ) (pour un S > 0), si on a pris la peine de 
choisir a < 1 — A. Pour évaluer le premier, on continue de procéder comme à la 
section 8 : il faut calculer le résidu, ou du moins la partie participant au terme 
dominant. Celui-ci s'écrit : 



X 



resi(4 q) ) l og ( N (q))F(0,ti,h)L Q.tt^ + vesi^L Q, tt ' 

dF 

— (0,t!,t 2 ) + . .. 

«... «désignant des termes ayant un effet de second ordre. Plus précisément, il 
s'agit de : 



resi(C^) , , „, » C£° (2 + 2u)Ç F (2 + u)Ç F (l + h + t 2 ) 
(137) — ^—log^q)) Cf(1 + , i)2Cf(1 + <2)2 V(0,h,h,u)x 



(^oo) +resi(ci <,) )L0,7r oo ^ $ \ 2 + 2«)Cr(l + h + t 2 )( F (2 + u)x 
77(0, Éi, ta, u)^ (Cf (1 + ti + s)- 2 Cf(1 + *a + s)" 2 ) | s=0 . 
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La séparation des variables u et (t\,t2) permet de finir le calcul en s 'appuyant 
sur la section 8. On a en effet : 

D(q) = D 1 (q) + D 2 (q)+0(N(q) 1 ^) 

(77 > 0) avec 



es 1 (cS q) )iV(q) 1 / 2 log((jV(q))L(l,7r 00 ) S 
(2nr)3 



<; ( F q \2 + 2u)( F (2 + u)( Il 7V(q) Qll Af tl+t2 P^(i 1 )P^(i 2 )x 



r 7?(0,ii,i 2 ,u)- — — )du 



Cf(i + ii) 2 CF(i + i 2 ) 2 ' v ' ' ' ' h ta 



( 2 «r) 3 V(è) 
4 q) (2 + 2 W )CF(2 + ^)f /Y 7V(q) au Af tl + t2 P^(i 1 )P^(i 2 )x 

(ril+h+h)-^- (Cf(1 + ti)" 2 Cf(l+i 2 ) -2 ) | s =oîK0,ii,t 2 ,u)*^*i. 
Les intégrales internes ont été calculées en section 8. 

(2i7r)resi(CT Ai) 
C^ ) (2+2u)CF(2+w)7?(0,0,0,u)dwx (log(M)- 3 / P"{tfdt + C(log(M) 







2iV(q)V2L(I^ 



, 2 



(2i 7 r)res 1 (Ci q) ) 2 % 
C F q) (2 + 2u)Cf(2 + u)»;(0, 0, 0, u)du x (log(Af)- 2 P'(l) 2 + 0(log(M)- 3 )) . 

Il ne reste plus qu'à calculer l'intégrale en u : 



(138) ^- I N(q) au T(u)Ç < F q) (2 



= rcs s=0 (A r (q) QM r(u)4 q) (2 + 2 U )Cf(2 + u)îj(0, 0, 0, tt) 
+ 5?- / iV(q) a[I r( U )4 q) (2 + 2w)Cf(2 + u) V (0, 0, 0, 

= CF(2) 3 + G(iV( q )- Q / 2 ) 
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et cela achève le calcul. 

Remarque 9 Nous n'avons fait les calculs des moments naturels que pour 
A(l/2, 7r). Il est clair cependant que ceux-ci s'étendent au cas de la dérivée. 
C'est ainsi que l'on conclut la preuve des théorèmes 1 et 2. 

Remarque 10 Une approche probabiliste 

Le lecteur aura remarqué qu'en fait, nous n'avons pas déduit les valeurs des 
moments naturels de celles des moments harmoniques : nous avons refait les 
calculs, et aurions pu même les présenter directement (en perdant certainement 
un peu de lisibilité). Il est donc logique de se demander s'il existe une preuve 
naturelle, donnant les moments naturels grâce aux moments harmoniques. 

Pour donner une idée de réponse, considérons l'ensemble fini Iljj', muni de 
la probabilité (asymptotique) J XdV = X^gn* ^^(tt). On peut considérer les 
variables aléatoires suivantes : 



q ■ TT i — ►£(l/2,7r)M(7r) 



et 



Y . ► 3R 

q ' 7T i — > £(l,sym 2 7r) 



Les travaux de Royer (notamment [Ro]) montrent que Y q est faiblement conver- 
gente (quand F = Q). Faisons l'hypothèse que ce soit aussi le cas de X q (nous 
avons montré la convergence des deux premiers moments, donc cette hypothèse 
est raisonnable vis-à-vis de ce qui précède). On a envie de poser : 

Conjecture : les limites de X q et Y q sont indépendantes. 

Supposons la conjecture vraie. On écrit, en se rappelant de l'étude faite sur 
le carré symétrique : 

£^ nfc L(l/2,7r)M(7r) L(l, sym 2 7r)£(l/2, 7r)M(7r) 

(139) = ^ — 77, -, + 

E'enï L(l, sym 2 7r) L(l/2, 7r)M(7r) 
= n (1 + °(1)) 

h 

= W2,7r)M(7r)(l + o(l)). 

Notons que par l'étude des deux premiers moments amollis, que nous avons faite 
« à la main », nous avons montré que les variables X q et Y q sont décorrélées à 
l'infini, ce qui donne une raison de croire en la conjecture. Malheureusement, la 
méthode des moments semble limitée, à cause de la complexité des calculs d'une 
part, mais aussi parce que d'autres termes dominants font leur apparition dans 
les moments d'ordre supérieur à trois, qui ne sont pas issus de la diagonale : c'est 
déjà le cas du moment d'ordre quatre. Il faudrait donc une autre approche pour 
espérer une preuve générale de la conjecture, qui devrait être formulée dans un 
cadre automorphe plus général. 



79 



D. Trotabas 



12 Appendice 

Nous allons ici expliquer le traitement des termes issus des formes anciennes, 
laissés de côté lors des sections 7, 8 et 10. Cet appendice s'appuie essentielle- 
ment sur l'article [ILS], qui construit dans un contexte plus général, sur (Q, une 
base orthogonale des formes anciennes. Avec la famille d'amollisseurs utilisée 
ici, cette base particulière permet de majorer la contribution des formes an- 
ciennes aux deux premiers moments amollis, et d'assurer qu'elles n'affectent pas 
l'équivalent trouvé. 

On suppose ici que q est premier (non nul) et k e 2Z> r 
Rappelons que l'on a la décomposition suivante (cf (18)) : 



T<%(new) H*{old) 

et on supposera dorénavant que 7vï{old) est non vide (i.e. qu'il existe des 
formes non ramifiées). Le théorème de Casselman assure que pour toute tt 
non ramifiée, à\miciT K ' xKo ^ = 2. Si tp n désigne un vecteur nouveau, il fait 
évidemment partie de cet espace . Soit Wq une uniformisante de la place q, 
et notons aussi zu q = id(q) Fidèle valant w q à la place q, 1 ailleurs : alors 

fyr ( 1 / ) aUSS ^ ^o(q)-i n variant. Comme ces deux fonctions sont 

linéairement indépendantes, elles forment une base de Ti.^(old). Pour en déduire 
une base orthogonale, on a besoin du 

Lemme 11 Soit X(q) = Z(A F )GL 2 (F)\GL 2 (S\ F )/Ko(c\). Soit n £ n& F et tp„ 
un élément spécial de ir. On a : 



\f^(g)\ dg = 

X(q) JX(q) 



Vit 9 



zu- 1 
1 



2 

dg 



<PA9)<Pir ( 9 ( ^ ï ) ) d 9 = ~ / \^(g)\' 2 dg 



-î 



_ ^) 1/2 A.(q) 



o i N(q) + i j x(q) 



Preuve : Montrons la deuxième égalité, la première étant conséquence évidente 
du fait que dg est issue d'une mesure de Haar. On a d'une part, avec Kf = 
T\ v<oo GU{0 Fv ) : 



/ <p*(g)<p* ( g ( W Z ? ) ) 

J Z(m F )GL 2 (F)\GL 2 (lH F )/K, \ \ u 1 // 



dg 



[ [K : if (q)]-V.(5)^ (g ( ^ ? \ 

'2(A F )GL 2 (_F)\GL 2 (A F )/K (q) 
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d'autre part 



•/Z(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F )/.R' / V 



U7- 1 

1 



dg 



Z(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F )/_fS" / J K f 



Z(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F )/if / JK f 



VttCs) / ffffc f ^ J ^jdkdg 
1 



x iwvi , 1 T q(^)(g) d g 

Z(A F )GL 2 (F)\GL 2 (A F )/-ftT/ JV W + 1 

T q désignant l'opérateur de Hecke en q (tel que défini dans [G], (3.15) page 48) ; 
on sait de plus (même référence, (4.16) page 72) que 

T q (^)=iV(q) 1 /X(q) 

et ceci donne le résultat. ■ 

Remarque 11 : ce lemme correspond au lemme 2.4 de [ILS], et en donne une 
preuve adélique (dans un cas plus simple, auquel le lemme 2.4 pourrait se ra- 
mener ) . 

Maintenant que l'on a généralisé ce dont on avait besoin, on peut, en suivant 
[ILS], poser : 



Grâce au lemme précédent, {ip 7Tl ip 7r } nGl i k forme une base orthogonale de 

°F 

H*(old), telle que = IhMk*- 

Soit L(s,sym 2 7r) le carré symétrique de ir. On a un développement eulérien 
-L(s,sym 2 7r) = Y[ v L{s, sym 2 7r„) indexé par les places finies et infinies, et on 
déduit de l'expression des facteurs locaux que 

(1 + iV(q)- 1 K(q) = (1 - iV(q)- 2 )- 1 L(l,sym 2 ^)- 1 

(cf [ILS] : (2.50) et section 3). 

Les coefficients de Fourier de ip„ sont donc donnés par : 

1/2 



(141) \(l,nVp 1 ,iP«)= (iV(q)(l-iV(q)- 2 )(l + 7V( q )-i)i(i jSym 2 7rq) ^ 

I — -A 7r (q)A w (n) + A tt (nq ) lq In I • 



\N(q) 
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12.1 La contribution des formes anciennes aux premiers 
et deuxièmes moments 



La contribution des formes anciennes au premier moment s'écrit 



(142) 



I \ n ( log(Af/AT(m)) 



JV(n)Va *(m)JV(m)i/2 

iV(m)<M 

^A(l,nD F 1 ,/)A(l,mD F 1 ,/) 

/ 

/ An/' log(M/JV(m)) 

F(JV(n)/JV(q)V2) M(m)P( gk lo8 ( M ^ 



x 



Ma) 3 / 4 V 
w n ^ tf(n)Va ^(m)iV(m) 1 / 



x 



AT(m)<M 

^A(l,nqJ) F 1 ,/)A(l,mS F 1 ,/) 
/ 



{/} désignant la base orthogonale formée par {ip^, ■07r} 7r cn fc i e ^ désignant 

°F 

la somme normalisée pour le produit scalaire de Ti. 1 ^ . 

La partie de cette somme formée en ne gardant que les termes en ip n est 
facile à traiter. En effet, on a 



(143) \\<p*\\î i H = [Kf-Ko(<\)]\\<P*\\HÏ, = ( N (<Ù + 1)\\<P* 



\ r H h 



on peut par exemple alors utiliser la formule de Petersson pour IT^ , puisqu'on 
a la bonne normalisation harmonique, et on peut majorer la contribution des 
termes en ip v Afi(q,</j 7r ) par : 



avec 77 > 0. 



82 



Non annulation des fonctions L des formes modulaires de Hilbert 



Reste à traiter la contribution des tp n , notée Mi(q, tp^). On écrit : 
(144) 



iV(n)V2 V(m)iV(m)i/2 

Af(m)<Jl/ 

A(l, nD F \ V' 7r )A(l, m3 F \ ^) 

77 

C \n/ log(M/JV(m))' 

^(n)/^) 1 / 2 ) A*WP 



X 



log(M) 



JV(n)Va V(m)JV(m)Va 

Ar(m)<M 



^]A(l,nqS F 1 ,V' 7 r)A(l,mD^ 1 ,^) 



la somme en 7r portant bien entendu sur II^ . On va traiter les deux termes 
apparaissant dans cette expression séparément, en notant : 

M 1 (q,^) = ^(q)-S(q) 



dans l'expression précédente. Notons pour commencer que, puisque iV(m) < 
M < 7V(q), on a 



A(l, m^ F \^) = (iV(q)(l - ^(q)" 2 )(l + AT(q)- 1 )i(l, sym 2 7r q )) * *x 

A 7r (q)A 7r (m) 



iV(q) + l 



en outre les termes (1 — N(q)^ 2 )(l + N(q)^ 1 ) n'influencent pas les expressions en 
question, asymptotiquement en ^V(q), de sorte qu'on note toujours A(q),_B(q) 
les expressions simplifiées suivantes : 



(145) A(a)-NW V ^(^(")Mq) 1/2 ) ^H^(^jS^) 
(145) A^-NW ^ N(n)1/2 Hm)N{m y/2 

N(m)<M 

Ç (iV(q)i(l, sym 2 7r,)) ^ ^zL- A 7r (q)A 7r (n) + A^nq- 1 )!^ x 

-A 7r (q)A w (m) 



(jV(q) + l 
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(146) fl(q) = 7V(q) 3 / 4 £ 



( log(A//jV(m)) ' 



F^n)/^) 1 / 2 ) ^(™)P [ ° ëi log (A/) 



tiCO F 

JV(m)<M 



^(m)iV(ro) 1 / 2 



Ç (iV(q)L(l, sym 2 7r,)) (q)A 7r (nq) + A»^ X 

(^VlA.(q)A.K 

Pour majorer ces expressions, on note d'abord que HV'n-II?/* = llVu-llwfc = 

i i 

(N(q) + l)||'07r| iLfc ; en outre, on a la factorisation suivante du facteur local du 
carré symétrique, en termes des paramètres de Langlands de 7r : 

L(l, sym 2 7r q ) = (1 - a T , 1 (q) 2 7V(q)- 1 )- 1 (l - «^(qK^q^q)" 1 )- 1 x 

(i-^W^tfl)" 1 )- 1 



et ceci implique que 



L(l,sym 2 7r q ) < 1 



Traitons d'abord le terme A(q) 



(147) A(q)=N(q)V i £ 

nCO F 
N(m)<M 



F(N(n)/N(qy/ 2 ) M(m)P (^g 



(M/jV(m)) 



7V(n)!/2 



i/KmjA^m) 1 / 2 



y t 



r(fe-l)iV(q)L(l,sym 2 ^) 



1^11/2(4^-1(^ + 1)11^11^ 



-1 



,AT(q) + l 
soit, avec les estimations ci-dessus 



K(q)K(n) + A 



-î 



A(q) « F iV(q) 1 / 4 J2 



nCO F 
N(m)<M 



N(q) + 1 

log(M/jV(m)) 



K(q)K(m, 



/" \ r> logl ilï/iv 11 

F(iV(n)/iV(q) 1 /2) M(m)P ( 



I 



iV(n)V2 
1 



^11^ VWq) + i) ; 



^(m)^™) 1 / 2 



A T (q) 2 |A 7r (n)A w (m)| 



q|n 

N(m)<M 



F(N(n)/N(q)^) M^f 't!?" 



iV(n) 1 / 2 



Çikii^ 



7V(q) + 1 



^(m^m) 1 ^ 



|A 7r (q)A 7r (nq 1 )A 7r (m) 



On réindexe d'abord la deuxième somme en n en posant n' = nq _1 : il apparaît 
alors un facteur F((2n) d N(xi')N(q)) et en dénominateur un facteur N{q) 1 / 2 . On 
majore brutalement les coefficients A w (-) par Ramanujan, soit : 

K{n) « £ N(n) £ 
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(les bornes de Kim-Shahidi prouvées dans [KS], A 7r (n) < e N{n) 1 l 9+e , suffisent 
ici), en se rappelant qu'il n'y a qu'un nombre fini, indépendant de q, de formes 
non ramifiées : 



A(q) « F iV(q) 1 / 4 



F(N(n)/N(q)^ 2 )N(n) e 



E 

N(m)<M 



ncO 

M (m)P 



A^n) 1 ^ 

( log(M/JV(m)) 
l log(M) 



N( m y 



V'(m)^(m) 1 /2 



N(q) 



2e 



(JV(q) + l) a 



n'COp 



F((2 7 r) d ^(n')iV(q) 1 /2)iV(n') £ 



E 

N(m)<M 



M (m)P 



A^n'q) 1 ^ 

log(A//jV(m)) 
log(M) 



N(m) £ 



Tl>(m)N(m)V 2 



N(q) s 
N(q) + Ï 



On utilise alors que F (y) <Ca y pour tout ^4 > 0, quand y — * 00, et que 
F(y) < f pour < y < f : 

(148) A(q) <a 7V(q) 1/4 7V(q) 1/4+£ M 1 / 2+£ (7V(q) + f)" 2 

+ ^(q) V4 x x M 1/,2+e (l + TV(q))" 1 < A , F iV(q)- 1 



alors qu'on avait seulement besoin d'un majorant en N(q) 



1/4-17 



Pour -B(q) on fait la même chose (sauf que les bornes de Kim-Shahidi sont 
ici insuffisantes) : 



(149) B(q) = 7V(q) 3 / 4 £ 



C \n ( log(M/N(m)) 

F(iV(n)/iV(q)V2) ( sl lo g / ( M) 



nCO F 
iV(m)<M 



JV(n)V2 



E 



T(fc- l)iV(q)£(l,sym 2 ^) 
M V2( 47 r)*-i(jV(q) + 1)11^1^ V^(q) + 1 



^(m^m) 1 ^ 
A^(q)A 7r (nq) + A 7r (n)^j x 
A 7r (q)A w (m) 



-f 



N(q) + 1 



la même procédure donne : 



(150) B(q) < F ^(q) 3/4 ^(q) 1/4+4e M 1/2+e (iV(q) + l)" 2 

+ A^(q) 3 / 4 iV(q) 1 / 4 + 2£ A/ 1 / 2+£ (^(q) + l)" 1 « F 7V( q )A/4 

ce qui est bien une majoration en iV(q) 1 / 4-1 ', comme voulu. 

L'étude de la contribution des formes anciennes au second moment se fait 
selon les mêmes lignes, et ne présente pas de difficulté de nouvel ordre : nous 
ne l'incluons donc pas au présent travail. Il en va de même pour la contribution 
des formes anciennes dans les premier et second moments de la dérivée. 
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12.2 La contribution des formes anciennes au nombre de 
formes modulaires de Hilbert : fin de la proposition 
13 

Les paramètres des sommes sont e C C_f, ô € e ë'(. + {F), £ G (a _1 ) >0 /O^. + (a 
parcourt toujours un ensemble fini). Il s'agit de : 

y y A(g 2 ,a 2 S F 1 , v? )A(l,D F 1 ^) Xg (e) ^ 



N(e 2 Ça) 

J{5)\N(t 2 Ça)J s 

V A A(e 2 , o 2 ^ 1 , y>)A(l, S^; 1 , y>) Xg (e) 
2^ 2^ Me 2 £a) 



(<>) 



iV(q) V 2 , <fe 

1 ^(.s + Lsym 2 ^)- 



iv^Ça) / s + 1 



La base orthogonale des formes anciennes choisie est {ip} = {(fin, ^■7r} 7r gn fc • O n 

°F 

rappelle que J2 V x v = J2 V UJ v x f avec 

r(fc - 1) 



{47r) k-l\ dF \l/2\ M 2 Hk 



et Hvll^fc = (A r (q) + l)||( y 5|| 2 . La contribution des formes {(^Trl^gjjfc est immédiate 
(par exemple après application de la formule de Peterson à 11^, ) : 



h 



E E 



A(£ 2 , a 2 ®? 1 , (p*)\(l, £>F 1 ,y ff )x g (e) x 



iV(e 2 £a 

e>o,Ê7ren5, 



1(8) 

y y A(Ç 2 ,a 2 D F 1 ,^)A(l,D F 1 ,^) Xî (e) 



7V(e 2 £a) 

/ (i) (^))" i(s + 1 ' 8ïm2 *- , ÎTT <<fA ' (qrl+ ^ 

En ce qui concerne la contribution des on a : 
X(e, aDp 1 ,^) = v /7V(q)L(l,sym 2 7r,) ( —^—^ \„(Ç a ) + A^aq" 1 )!,,^ 

A(1,D F 1 ,^) = - v /jV(q)£(l,sym 2 7r q ) jv ^ i 
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et donc : 



7V(e 2 Ça) 
(S) \N(t>ta) 



L(s + 1, sym^oo) h 



y, A A(Ç 2 ,a 2 S) J ; 1 ^ 7r )A(l,D F 1 ,^) Xg (e) 



iV(e 2 £a) 
N{z 2 Ça) 



L(s + l.sym 2 ^) 



ds 
s+1 



= V ,w 2/ v / T77TTT L s + l,sym 2 ^oo — x 

V r(fc-l)7V(q)L(l,sym%) / -A^a) r , nn -i^ \ A ff (q) 
2-j ( 4 ff) *-i|^|i/ a( jv (q) + 1)1^112 ViV(q) + l +Wq j ^iV(q) + l 

iV(e 2 ea) y (4) ^(e 2 ea)7 V y 00 J a + 1 

V r(fc-l)7V(q)L(l,sym%) / -A^a) r , aa -i^ \ A„(q) 

( 47 r)'=-i|î) F |i/ 2 (7v(q) + i)||^|| 2 U(q) + i lç q ;,l€o M(q) + i" 



On termine en utilisant la borne (grossière, mais suffisante) 



A» < JV(n) 1 / 4 



conséquence en fait de la formule de Petersson, la majoration L(l, sym 2 7r q ) -C 1 
et donc la contribution des i/v est dominée par : 



87 



D. Trotabas 



V » r / / lûTTcT i(s + l,sym 7Too) — x 

r(fc-l)iV(q)i(l,sym 2 7r,) 



E 



t (4n)*°-i\î> F \V*(N(q) + 1)||^|| 



< ; x 



2 



7V(q) + l vs y VM; q|t V7V(q) + l 

/ 



v r(fc-l)jV(q)£(l,sym 2 7r q ) 
^ (4^~i|î, F |V2 (A r( q ) + i)|| Vj7r ||2 X 



?ren 



JV(q) + l vs y VM/ q|t V JV(q) + 1 

X«(e) f f N(q) Y . „ 2 . .ds ds , 



En déplaçant la ligne d'intégration de (S) en (1/2 + S), pout <5 > 0, de sorte à 
ce que la somme en £, a soit absolument convergente, on trouve 



« JV(q) 



et donc une contribution négligeable. Ainsi s'achève la preuve de la proposition 
13. 

12.3 Un théorème de densité 

Soit r\ > un réel (petit) fixé, T > 0, 

(151) R(n, T) = {s g €; 1 - r\ < U(s) < 1, |3(s)| < T} 
et : 

(152) U k ( V , r) = {.enj; L(s, sym 2 ^) ^ 0, Vs G R( V , T)}. 
Le but de cette courte section est d'établir une borne du type : 

(153) \IL k \Tl k (r,,T)\< v T D N(q)<»i. 

D, b > étant des réels que l'on ne cherchera pas à optimiser. 

Ce type de majorations est appelé « théorème de densité », et le travail de 
Kowalski et Michel [KM3] sur ce problème (quand le niveau varie, commme c'est 
notre cas) montre que des familles très générales de formes automorphcs sur (Q 
satisfont à celles-ci ; ce qui suit est inspiré de leur preuve, à ceci près que nous 
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évitons d'utiliser la borne de Ramanujan, comme Luo [Luo2] dans son théorème 
de densité sur le carré symétrique (quand les paramètres à l'infini varient) : il 
est d'ailleurs précisé dans [KM3] que les bornes 

A» « N(n) s 

pour â €]0, l/4[ uniforme en ir , suffisent - ce qui pour GL 2 est connu. En outre, 
l'article [LW] de Lau et Wu donne une simplification de la preuve de Luo dans 
le contexte des puissances symétriques, quand le poids varie, inspirée de [KM3]. 

Soit donc ir une forme modulaire de Hilbert, de poids k et de conducteur 
q - pour le moment quelconque. Soit sym 2 7r le carré symétrique de ir, et pour 
»(*) > f : 

L(s, sym 2 7r/)= ^ PlT (n)N(n)- s 

nCO F 

sa fonction L finie, qui se prolonge en une fonction analytique sur le plan com- 
plexe. 

On aura besoin d'un amollisscur, approximant la valeur de L(s, sym 71"/) ; 
la valeur explicite : 

L(s,sym\ f )- 1 = £ p-(n)N(n)- s 

nCO F 

avec - quand le conducteur q de 7r est sans facteurs carrés : 

p-(n'n") = p-(n')p-(n") 
pour n', n" c O f , n'|q°° et (n", q) = 1 et : 

( /^(n)iV(n)- 1 si n|q°° 

p~(n) = < ^(abc)^(b)A 7r (a 2 b 2 ) si n = ab 2 c 3 et (o, b, c) = (n, q) = f 
[ sinon 

peut être utilisée pour définir l'amollisseur nécessaire- Luo le fait avec succès. 
On utilise alors la formule de Petersson pour établir une inégalité de grand crible 
pour le carré symétrique ; cependant elle a l'inconvénient de générer des calculs 
compliqués. Nous allons donc contourner cette difficulté, selon [LW], inspirés 
par [KM3]. 

La fonction L du carré symétrique admet le dévloppement eulérien : 

L(s,sym 2 ^) = L(s, sym 2 7r p ) 
P 

avec 

L( S ,sym 2 7 r p )= JJ (1 - a 7r (j3) 2 " 2j 'iV(p)- s )- 1 = (1 - p„(p)N(p)-' + . . 

1<J'<2 

quand ir est non ramifiée en p, et (a ff (p), «^(p)^ 1 ) sont les paramètres de Lan- 
glands en p. Quand n est ramifiée en p, on peut quand même écrire sous forme 
d'inverse d'un polynôme de degré au plus 3 en iV(p) -s : 

L(s, sym%) = (f - p^p)N(p)- s + ■ ■ ■ )~ 1 
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Par exemple, quand le conducteur q de tt est sans facteur carré, et que p|q on 
a : 

L(s,sym 2 7r p ) = (1 - iV(p)- 1 iV(p)- s )- 1 
Notons qu'avec les bornes de Kim-Shahidi (|a„-(p)| < N(p)^) , le facteur : 

(l- P7r (p)iV(p)- s ) 

ne s'annule pas quand 5R(s) > | et N(p) > 7, ce qui permet d'écrire, avec no 
produit des idéaux maximaux de norme moindre que 7, et 3?(s) > 1 : 

L^sym 2 ^)" 1 =G^(s) ^ p(n)pAn)N(n)- s 

(n,n ) = O F 

avec : 

Gn(s)= [] ^(^sym 2 ^)-^ Il ((l-^(p)iV(p)- s )- 1 xL( s ,sym%)- 1 ) 

N(p)<7 N(p)>7 

qui converge absolument, car pour N(p) > 7, le terme général du produit 
eulérien est 1 + O (^N (p)*~ 2s ^ - et uniformément par rapport à n - dans le 
domaine 3? (s) > | ; de plus on a : 

G*- (s) « 1 

dans cette même région. En fait cela est vrai dans un domaine plus grand, mais 
le théorème de densité n'est non-trivial que pour s proche de 1 de toute façon. 
On définit alors un amollisseur M* (s) : 

(154) M?(s):=G*(a) ]T p(n)p„(n)N(n)- s 

{n,n )=O F 
N(n)<X 

Notons tout de suite la relation : 

l-i( S ,sym 2 ^)Aff (s) = L(s, sym 2 ^) • G^s) £ f,(n)p x (n)N(n)- s 

(n,n )=O F 
N(n)>X 

Soient Y > 0, a > 0, on a : 

exp(-l/y) = — / r(w)r tu dw; 

soit, pour tout p S <D tel que 3î(p + cr) > 3/4 : 

exp(-l/j/) = — / fl-L(p + w,sym 2 7r / )M^( / o + u;) , )r(iy)y îl 'dw 

2î7T J{„) V ' 

+ — I L{p + w,sym 2 7T f )M^{p + w)r{w)Y w dw 

Choisissons cr = ai = 1 — 3î(p) + £i supposons que p € -R(î?, î 1 ) est un zéro 
de L(., sym 2 7r/) - gîte Ton devrait noter p = p n , car on fait un tel choix pour 
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chaque forme n quand il existe. On peut alors déplacer la ligne d'intégration 
de la deuxième intégrale de (a) à (er 2 ) avec a 2 = 3/4 — îî(p) < dès que 
7] < 1/4 ; comme + w, sym 2 7rj) s'annule en w = 0, le changement de droite 
d'intégration n'introduit pas de nouveau terme, soit : 



exp(-l/F) = — / fl - L(p + w,sym 2 ir f )MX(p + w))r(w)Y w dw 

2ï7T J {ai) \ J 

+ -!- / L(,3 + ™,sym 2 7r/)M*(/> + iu)r(w)r™dw 

On écrit 



X = N(q) A , Y = N(q) B , 

les valeurs de A, B > seront fixées plus loin ; mais déjà on peut dire qu'à cause 
de la croissance polynômialc de M* et L(.,sym 2 7T/) (bornes de convexité), et 
de la décroissance exponentielle de la fonction T : 



9(iu)|>log(Af(q)) 2 



L(p + w, sym 2 7r f )M*(p + w)T(w)Y w dw 



«T^V(q)^exp(-log(7V(q)) 2 ) 



pour un certain D, C > 0, et de même pour la première intégrale. On en déduit 
donc, avec p un tel zéro de L(.,sym 2 7r/) et 7(q) = [— log(iV(q)) 2 , log(7V(q)) 2 ] : 



1 <IC T 



/ (l -L{p + oi + it 1 aym 2 TT f )M^(p + a 1 + it])T{ui + it)Y ai+it dt 
Ji{q) v ' 



T 



D 



L(p + a 2 + it, sym 2 ir f )MÏ (p + a 2 + it)T(a 2 + it)Y a2+lt dt 



m 

T D YV -i/i f L ^ p + (J2+ . t) symV^M^Go + cr 2 + it) 

Jl(q) 



< T D Y 271 log(iV(q)) 2 / l-L(p + ( Ti+ ^,sym 2 7r / )M ; f(p + ( 7i+2t) 



dt 



On en déduit donc, par positivité, en assignant n'importe quelle valeur à p 
pour les 7r n'ayant pas un zéro dans R(y, T) : 



(155) n*( ?? ,T)« 

T D Y 2r > log(7V(q)) 2 [ J2 U-L(.P + vi+ït,sym 2 TT f )MX(p 



+ tri + it) 



dt 



t d y „-i/4 f J2 \L(p + a 2 + it,sym 2 n f )M^(p + a 2 +it) 



dt 



1(1) + 1(2) 



• La deuxième intégrale 1(2) est la plus facile à estimer : en effet, 
M?(p + a 2 +it)< Y, ^(n) 1/9 ~ 3/4 « X 1/2 

N(n)<X 
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et l'inégalité de convexité donne pour 3?(s) = 3/4 : 

L(s,sym\ f ) « Is^JVfa) 1 / 4 ^. 

On en déduit : 

(156) 1(2) <C £ T D Y r '- 1 ^X 1 / 2 N(q) 1 ^ 4+£ 

• En ce qui concerne 1(1), on rappelle que : 



1 - L(p + o-i + ii, synrV/jM^ (p + di + it) 



mp+^+it^ym^f^-lG^p+^+tt)^ Yl ^(n)Pn(n)N(n)-P-^-'' 

(n,n )=O F 
N(n)>X 

Avec la borne L(l, sym 2 7r/) <C e N(q) £ , on en déduit : 



1 - L(p + ai + it, sym 2 7r/)M^ (p + oi + it) 

«s iV(q)-| J2 ^n) P7I (n)N(n)-^-^ + N(qY~ 1 

(n,n )=O F 
X<AT(n)<exp(log(Ar(q)) 2 ) 



ce qui donne : 



1(1) < e T D Y 2r >N(q) E X 

[ E | E MnKlnMnr^^f * 

J/ ( <] ) Trenj (n,n )=O f 

X<Ar(n)<exp(log(iV(q)) 2 ) 



C'est ainsi qu'une inégalité de grand crible nous permet d'achever la preuve. 
Essentiellement, l'article de Dukc-Kowalski [DK] permet de traiter les familles 
finies de formes automorphes T sur GL(n)/(Q, dont le conducteur analytique 
tend vers l'infini quand \T\ tend vers l'infini, sous Ramanujan (en fait sous Us : 
« |c*i,7r(p)| "C N(p) 1 / 4 ~ S » pour n'importe quel ô > 0). Le cas du carré symétrique 
pose le léger problème de multiplicité, résolu dans l'appendice de [DK] par Ra- 
makrishnan par des arguments galoisiens, puis purement automorphes dans [R], 
ce qui permet d'étendre le résultat à toutes les familles de formes sur GL(2), 
holomorphes ou de Maass. 



En d'autres termes, on doit trouver une majoration de 



E E P*( n ) x * 



Trenj (n,n )=e>F 
N<N(n)<2N 
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meilleure que la triviale |n*|T ^ | x n \ 2 . Parce qu'un opérateur a la 

N<N(n)<2N 

même norme hilbertienne que son adjoint, on peut majorer de façon équivalente : 

(n,n )=O F Trenj 
N<N(n)<2N 

En développant le carré, on est conduit à : 

^ }^ x^x^T ^ /3 ff (n)p ff '(n) 

Tren^Tr'enJ (n,n )=e>F 
N<N(n)<2N 

Soit $ une fonction lisse, à support contenu dans [N — 1, 27V + 1], de sorte que 



X] p*-(n)/v(n) = ^2 p ff (n)p ff / (n) $(n) 



(n,no)=Op (n,n )=O F 
JV<iV(n)<2iV JV<AT(n)<2AT 



^- / *(«) ]T P7r (n)p^(n)N(n)- s d s . 



La somme interne est presque une fonction L de Rankin-Selberg - modulo 
les places ramifiées. Plus précisément, pour 3î(s) > f : 

p 7r (n) / 9 7r /(n)A r (n) _s = sym 2 7r <g> sym 2 7r')L(s, sym 2 7r (g) sym 2 7r') 

(h,ho!=Of 

H(s, sym 2 7r ® sym 2 7r') étant un produit culérien fini, portant sur les places de 
ramifications de 7r,vr'. Les bornes de Kim-Shahidi (c'est ici qu'intervient l'hy- 
pothèse Tts ) assurent que 

- La fonction s i— > 7f(s,sym 2 7r £g> sym 2 7r') converge sur le demi-plan 3?(s) > 
1/2. 

- On a la majoration uniforme H (s, sym 2 7ng)sym 2 7r') <C e N(q synï 2 7T ^ sym 2 7T ,) £ . 
En d'autres termes : H(-, •) est ignorable! Bushnell et Henniart ont donné une 
majoration utile du conducteur de paires : 

)«/V(q w ) 2 7V(q^) 2 

on a donc : 



(!57) pA n )P*'( n ) 



(n,n o )=0 F 
N <N (n) <2N 



= $(f (1 , sym 2 7r (g) sym 2 7r')rcs s= i LL(s, sym 2 7r (g) sym 2 7r')^ 
— / $(s)iJ(s, sym 2 7r ® sym 2 7r')L(s,sym 2 7T ® sym 2 7r')(is 

2î7r 7(1/2) 

< A^(q) e $(f )res s= i LL(s, sym 2 7r ® sym 2 7r') 



7V( q ) e / |$(s)| • |£(s,sym 2 7r<8>symV)|ds 

7(1/2) 
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La théorie de Rankin-Selberg dit que, étant donné deux formes cuspidales 
II, II', L(s, H® II') a un pôle en 1 + it si et seulement si II' = II V <g> |det| lt . Dans 
le cas présent, L(s, sym 2 7r (g) sym 2 7r') ne peut avoir un pôle qu'en s = 1, et ceci 
si et seulement si sym 2 7r' = (sym 2 7r) v . 

Le travail de Ramakrishnan ([R], Theorem 4.1.2, Corollary 4.1.3) nous en- 
seigne que cela implique : 

- (7r') v = 7r ® x, pour x caractère idélique unitaire (quadratique si les ca- 
ractères centraux de 7T, 7t' coïncident). 

- de plus, si les conducteurs de tt, tt' sont sans facteurs carrés, on a même 

(7r') V =7T. 

Puisque la famille de formes qui nous intéresse est de conducteur l'idéal 
premier q, c'est le second cas qui s'applique ; il est cependant clair que l'on peut 
compter les caractères quadratiques satisfaisant à la première condition, quel 
que soit le niveau n. 

On arrive donc à : 



( 158 ) E 1 E 

(n,n )=O F Trellfe 
N<N(n)<2N 

< e iV(q) e $(l) ^2 res s= i^L(s,sym 2 7T(K)sym 2 7r)^|.T 7r | 2 

/+°° ~ / 1 \ I , i/l \i 

®\ô + it )\ E \ L (^+ it ,sym 2 Tr(g)sym 2 Tr']\x 7r x^'dt 



7r,7r'enj 



« N(qY (N Y, kir I 2 + iV 1/2 iV(q) £ a^âv 



par l'inégalité de convexité sur les fonctions L de Rankin-Selberg : 

if i + it, n g> n') < £ ^( q ^) 1/4+£ - 



.2 

Enfin, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne : 



J2 I E «eiV(qr(iV + iV 1/2 iV(q) 2 )El^ 



|X„| 2 . 



(n,no)=O f Tren^ 
AT<Af(n)<27V 

De façon équivalente, on a montré l'inégalité de grand crible : 
J2\ E P An)x n \ 2 ^ E N(qy(N + N^N(q)2) £ 

Trenj (n,n )=Ojr N<n<2N 
N<N(n)<2N 

Revenons maintenant à la majoration de l'intégrale 1(1). La norme de l'idéal 
n varie entre X = N(q) A et cxp(log(7V(q)) 2 ) ; il faut d'abord découper cet 
intervalle en intervalles dyadiques disjoints, en nombre moindre que log(iV(q) 2 ), 
soit : 

[X,exp(log(7V(q)) 2 )] = [J [N,2N] 

N dyadique 
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puis, en majorant brutalement : 

E | E MnKtnMn)-'— lt 

irenj X<7V(n)<cxp(log(JV(q)) 2 ) 

< E log(^V(q) 2 )sup| E MnK(n)tf(n) 

Trenj W A r <N(n)<2A' 



-p-(Ti- 



On se « débarrasse » ainsi du terme en exp(log(iV(q)) 2 ) en appliquant l'inégalité 
de grand crible : 



1(1) <C e T D Y 2 ^N{c{) £ x 



/El E M*K(«M«) 



p — ai —it 
X<Af(n)<cxp(log(W(q)) ;i ) 



Trenj (n,n )=Op 



2 

dt 



<£ T fl y 2 "iV(q) £ vol(J(q)) sup { (JV + iV x / 2 JV(q)) V M(n) 2 ^(n) _2_2ei | 

<C T D Y 2ri 



N>X N(n)>N 



pour peu qu'on choisisse e < E\ (e± étant choisi, on le rappelle, tel que 
cri = 1 — + Si donne la ligne d'intégration de la première intégrale). 

Ayant à disposition désormais des estimations pour les deux intégrales ma- 
jorant le cardinal de Tl^(rj,T), on peut donc conclure que 

njfo, T) < T D ^-V4jf 1/2^^)1/4+8 + jrîhA _ 

Reste à choisir X = N(q) A ,Y = N(q) B . Tout ce dont on a besoin est de 
maintenir : 

1. A 1 
(^-4)S + - + -+£<0 

ce qui est clairement possible, pour B assez grand, tant que rj < r)o < 1/4 - et 
en fait, en utilisant Ramanujan, il on a seulement besoin que tjq < 1/2. Cela 
achève donc la preuve du théorème de densité (153). 
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